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一 尔 可 夫 过 程 论 是 舰 率 论 的 一 个 重要 方面 ， 也 是 目前 国 肉 外 
学 者 非常 重 祝 的 一 个 数学 分 覆 。 可 数 状态 的 马尔 可 去 过 程 , 不 仅 是 
一 般 状 坊 蕊 东 可 夫 过 程 的 芋 妥 特例 、 而 且 还 有 它 处 理 问题 稀 特 殊 
方法 。 基 于 此 。 作 者 才 轨 作 此 书 。 

本 书 侧 重 可 数 状 态 的 马尔 可 夫 过 程 的 分 析 理 论 ， 而 对 轨道 理 
论 ， 诗 及 较 少 。 为 了 全 妆 的 系统 性 ， 在 内 符 上 ， 降 包含 了 作者 自 
已 的 部 分 研究 成 果 ， 也 收集 了 前 辜 在 这 方面 的 有 关 结 果 ， 特 列 是 
作者 的 老 呈 一 一 许字 又 敦 授 生 前 领导 的 讨论 班 的 部 分 结果 。 

严 士 健 载 授 及 北京 师范 大 学 诗 多 同志 对 本 书 曾 提出 过 许多 宝 
商 塌 见 ， 作 者 在 此 一 并 致谢 。 

由 于 作者 学 识 混 泗 ， 本 书 矶 点 错误 在 所 难免 ,省 请 不 客 失 新， 
以 期 改进 。 
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第 一 篇 可 数 状 态 的 时 齐 的 马尔 可 夫 链 


§ 1. 卫 链 的 概率 空间 ， 存 在 性 定理 


设置 二 {0,1,2,…} 为 时 间 参 数 集 ， 瑟 为 任 一 可 数 集 {不妨 令 之 
为 非 负 尾数 集 )。 再 设 P= (ii tjeE) 是 马上 的 转移 阵 ， 即 是 P 满 
是 


{1) Pj 让 0, (i, jEE)s 


C2} Spii=1, CieB), 
jE 


令 呈 "是 乘积 空间 = KB，El=B，(te 于 )，Q* 中 元 素 用 m= 
ti 
CmC0), m1), mC2), …) 表 之 。 任 取 有 性 忆 ， 记 
委 | = teiecmy < 4)， 特 别 地 ， 若 4 是 E 中 单 点 集 {j}， 则 记 


WE 


令 F"=0(| |] n>0，jEE) 为 人 [|， n>0， jE 所 产 生 的 o 
代数 。 再 定义 

Pr (| |) = 时 
为 1 否则 为 0。 用 神 尔 费 哥 洛 夫 定理 ,p! 打 以 唯一 地 护 张 到 .上 去 
而 得 -- 慨 率 济 度 。 总 之 我 们 得 到 概率 空间 CQ*,* ,PY，(CiE BE), 


* 


再 定义 一 族 由 台 " 到 2 的 推移 算 子 bn:0 加 下 , 任 取 @E 2"， 
定义 (9.0) Cm) = 中 (8 十 且 ) (20) 显然;(1) 971 [=[* 
《04，R 这 0， 肪 CCE)， 从 而 (2)0751 1 呈 F"，(R 这 0)，( 乒 198* 定 
记 光 : {A:A= 本 4A) A' EFS"}.) 


任 取 ET, 记 E! = XE,，(E,=E), 特别 地 记 耳 = XB 对 


Fel 


任意 Ac ,i = |={oloE 90,C0(t), 


… 01s)) EA}。 为 简便 计 ， 有 时 记 P'CA4 MB) 为 PC4,B)，[ 4 | 


一 4。 
对 (9" ,FF" ,PD), 有 下 述 蕊 尔 可 夫 性 ， 


Ms PIC 全 下 分。 的 和 也) 


= PC nD), 9 )PiC0i1B), (1.1) 


《其 中 iEE, nl,， ACEF", BE F*, jEE)., 
证 出 于 户 是 可 数 集 ， 故 内 须 证 明 (1.1) 对 A =C0i,,i， 
训 _:) 成 立即 名 。 若 B= | 名 |，Cm>>9，8E 可 ， 则 


"a 7， 0511B) 


一 Pi 1 Ro Dnt 1+) 
osirs "iis)y 


=P: (人 2 和 人 PT 1) 


一 Pi(C0 1 Kd 1 ， ) )PK652B7。 


易 证 使 51.12 成 这 的 B 成 5 代数 ， 所 以 对 任 向 BE .FF",， (C1.1) 成 
立 。 
由 MD) 可 推出 ， 


和 学 里 


《4，)， Pei | D, ") 


了 
=Pi(01 8B), 《1.2) 
Ci E, nl1, jEE, ACE, BEF", Pi(C0 1 1), 


门 盖 0)， 此 处 PCOM14) 表 M 在 条 件 4 下 的 条 件 委 率 。 

特别 地 ， 取 有 有 =，(1,2) 北 为- 

Picgs1.B|') =PAO BB). C1.27" 

《1.27 的 直观 意义 是 ,知道 “现在 ”过 去 ”和 “将 来 "无 关 。 这 就 
是 通常 的 马尔 可 夫 性 。 若 令 X 是 8'* 上 的 学 标 函 数 ， 即 是 ,63 = 
RY, OED NEY DM 称 = C0* ,FD CiEB)N 
了 上 链 ，(2 7 ， 邢 "，PiD (iE EB) 为 P 链 的 松 率 空间 。 

定义 1.1。 设 (2, 信 , 了 ) 是 任 一 失 率 空间 ，F 为 可 数 集 ， 宣 
{9,1,2,…} 为 时 间 参 数 集 ，{X hE} 是 一 族 定 义 在 (98, 下, 了 P) 
取 慎 半 E 的 随机 变 ，( 即 是 对 性 何 iET, jEEB, 有 {Xn = 站 外 )， 
如 果 对 任意 的 Rh 这 2，0 乏 垃 之 … 之 1， 及 任意 i ,… ,in EB， 均 有 

POX =i X=, =) 
=PCX,, 一 站 | ， ,一 有 0， (1.3) 
《 当 (1.3? 左 边 有 意义 时 )， 则 称 {X 2E 寺 } 是 一 个 离散 时 间 可 数 
状态 的 马尔 可 去 过 程 ， 简 称 可 数 状 态 的 马尔 可 类 链 。 王 称 为 其 状 
态 空 间 。 如 果 在 在 一 个 转移 阵 呈 = (phpiiEE)7， 使 
POX,=i|X, 1 = =P.j, ci, je E), 

〔 当 左边 有 意义 时 7, 则 称 {X mnE 至 } 是 具有 时 和 齐 的 转 欧 概 率 的 可 
数 状 态 的 马尔 可 夫 链 ， 简 称 可 煞 状 态 的 时 齐 的 马尔 可 夫 链 。 本 章 
白醋 究 的 ， 都 是 这 类 马尔 可 夫 链 。P 称 为 {X hE 家 的 转移 阵 ， 
{POX == 让，iEE} 称 为 其 初始 分 布 。 

容易 证 明 ; (1.3) 等 价 于 下 述 丙 条件 中 任何 一 条 ， 

C1) POXs=t | Xo = i Ki) 

"P(X mi | Kn = i i, 《1 42 


二 与 二 


《Mr i,， 下 TE), 


C27 PCX, Ti, Nee van mK = Vn) 
一 中 其， 一 证， neven+t mlX, =i1), (1.5) 


ha0, 0 ER, i i a EB), 
定理 1.1。《 在 在 性 定理 )。 设 FE 为 可 数 集 , 守 ={0,1,…} ,P= 

{pi ;，i,j€ 理 ) 是 转移 阵 ，{h，iEE} 是 一 个 概率 分 布 C( 芭 上 守 0， 

之 出 =1， 则 重 存 在 一 个 概率 空间 (8 ,到 ,PP 及 定义 在 其 上 的 以 


E 为 状态 空间 以 P 为 转移 阵 以 人 8} 为 初 竣 分 布 的 可 数 状 态 的 时 齐 的 
马尔 可 夫 链 {X,,nET}。 

证 ”如 前 构造 P 链 CQ" ,9 ', 太 ,0,,P')，(1EE)。 车 令 PC 
= PCADCAE Fg ")， 则 P' 是 .7* 上 的 概率 测度 ， 而 且 {Xn 


十 } 是 定义 在 CQ2* ,多 ",P?) 上 的 以 E 为 状态 空间 以 P 为 转移 漆 以 {1】 
为 初始 分 布 的 可 数 状 态 的 时 齐 的 马尔 可 夫 链 。 

附注 1.1。 本 定理 中 构造 的 概率 空间 CQ" ,FF ",P") 称 为 以 P 为 
转移 阵 以 上 = 人 fh} 为 初始 分 布 的 马尔 可 夫 链 概率 空间 ， 特别 地 车 4 
集中 在 i，( 即 =5..1，jEE), 则 C9" ,9 ',P) 就 是 (2 ,9 ',PD。 
若 (Q' ,2 * ,XX,,0,,P'),(iEE) 是 P 链 ， 则 对 任何 iEE，{X,:n 守 00} 
是 概率 空间 (如 ",.F',P) 上 的 以 P 为 转移 阵 的 初始 分 布 集中 在 让 即 
Pi(X6 = 门 =1) 的 可 数 状态 前 时 齐 的 马尔 可 夫 链 。 赦 了 链 实 给 山 一 
族 可 数 状 态 的 时 齐 指 马尔 可 夫 链 。 

定 兴 1.2。 如 两 马尔 可 去 链 具有 家 则 的 初 垦 分 布 及 转移 阵 ( 自 
然 地 状态 空间 也 相同 ? 列 称 之 为 等 价 的。 

按 些 等 价 关系 ， 可 以 把 马尔 可 去 链 分 成 一 些 等 价 类 ， 两 马尔 
可 天 链 属 于 周一 个 等 价 类 的 充 村 条 件 是 它们 具有 相同 的 初始 分 布 
与 转移 阵 。 仅 与 初始 分 布 及 转移 阵 有 羌 的 性 质 称 为 分 析 人 性 质 。 如 
果 只 斌 究 马 尔 可 夫 链 的 分 析 性 质 ， 则 从 马尔 可 去 链 概 率 空间 (2 "， 
多”, 了) 出发， 特别 地 从 C8 了"',P 人 出 发 即 可 。 


ss 本 


§ 2. 三 链 的 几 个 特征 数 


令 儿 一 10,1,…]， 瑟 为 可 数 集 ，P 为 E 上 之 转移 阵 ，(Q ,9 ， 
PD 是 如 $1 所 定义 的 P 链 概率 空间 ，(i€ EE)。 
1I， P 步 转移 概率 p9  ， (207 
or 一 Pi 人 (| |), CjiEE，n30)， 由 Pi 的 定义 易 证 D9) 
一 人 | Pa Di “Dy, js CRS2), pi 一 Pi， PS = 
所 以 P=PID= (pe jiEE?。 (此 处 P' 表 转移 阵 P 的 n 次 客 )。 
2 ， 由 ;出 发 时 知 # 初 到 /的 概 府 f7， hn1) 


仿 Fo = P 人 [37 7] 


b= pi = Di,j. 
3. 由 i 出 发 经 有 限 步 到 j 的 概率 让 ;1 


令 fi.; -PK(U[?)， 显然 及. 一 Sf 
4. 初 返 时 间 Tj(@》 


)， 其 中 =E— {i}, (m1) 


册 TT; 是 定义 在 LQ， 了，P') 上 的 取 值 于 {1，2，…; ceo} 的 随机 变 
其 ， 共 概率 分 布 为 ， 
本 (Ti 二 有 一 天 , C1), Pp'(Ty=c0)=1-fi,1. 


* 7 本 


5. 玉 均 再 现时 间 ri:s 
令 


mm -| 车 万 ， <1, 


Sf n, 着 和， = 
培 :; 是 由 i 出 发 初 返 i 的 平均 时 间 , 注意 ， 即 使 请 ，= 1 本 ,也 可 
能 为 ce。 
6 .无 穷 多 次 返回 j 的 概率 g, ,1 
I 
令 gi;1 =P (N UL > 


下 曾 我 们 研究 这 些 特 征 数 之 间 的 关系 。 
命题 2,1。 9ii = 六 .9 。 


下 (NULD 
-5 Pi 人 1， se 


i 
站 
人， Ul, 小， 
用 忆 .1) 即 得 


be 
tl 


DT 
= Sf gi =fi"1 04,1 。 


> pi A", 


年 一 全 


命题 2.2。 Pi 一 了 《n>1)， 车 令 P,.; (= 
r=1 


Fi OD = 立 扩 分 别 为 1 和 ，nz0 和 [1 9， 
一 1 
* 次 和 


关 1 的 母 男 数 ， 则 还 有 
P,; A=; 二 RDPi OY, 【<139 
特别 地 取 i=j， 别 有 
Pi,i C=1+F),; COP;; CO), CA 1), 
或 
五 ， ,A i 
人 1— Fi i Ch)? 
证 用 (1. 团 咎 ， 


on 


《]A]<12。 


-人 
-人 
_ Si a 

命题 2.3。 fi.; = Ei =Pi,i (DD) = lim Fs,,, CA)s 


SY dP 0 
证 第 一 式 其 为 显然 。 束 于 第 二 式 ， 由 于 lim Pi (和 六 


™ ™ 
lim pi Nh" 一 > pi® ,CNG0), 故 1m ， P;; (Ch) 
ui -0 


dr 


于 p;Y 而 大 于 号 不 可 能 成 立 ， 从 而 lim P (= p19 。 


命题 2 .4。 > pi 时 -ff » 《约定 


Mm, =!” 潍 fi.; 达 1， 
Pi C12， 车 7.1 二 1。 
证 由 命题 ?2.2、2 ,3 立 得 命题 ?2.4。 
命题 2.5， 若 gi,; =1, fj; 0， 刚 9 =1。 


证 gi =P， In U[ 7 
> 站 HUITOUT 
= PN UL D-r NUL], 
Un 
-aametO[ 人 有 


但 是 ， 当 s 守 mm 半 0 时 ， 用 (中 .1) 有 ， 
(Ul NID 


<Er (i 


= Tp: 人 > “sa S11， -， "ys ‘1 t 
ts 了 


i ,+ 


Da-fi) 


<P， (U[T NDa-. 


在 上 述 不 等 式 中 先 邻 守 = oo 次 令 W >co 即 得 ， 


aame (UL AFD 


t 


<a-f Vm imp (UE) NEL?) 
出 (1 一 7} 3 过 1 即 得 39.;.1 =8;.!: =1, 
引 理 2.1。 设 {4a,，# 污 90} 是 非 负 实数 序列 ， 且 非 全 零 ， 再 设 
入 数 序列 {9，， x 之 0} 有 极限 imb，, = 如， 《8 可 以 是 +co3， 若 


lim(a, / S 4. )=0， 则 


Fab, 
lim 。，，=1limb。。 《2.1) 


lim= 中 ND 2.2) 


C1》 鞠 设 P 是 有 最 数 , 则 对 任 给 >0, 总 存在 正 整数 N= NCe)， 
及 互 ， 使 | 一 bl<e (n>N)，[b. -bl<B 一切 my)， 所 以 


n nA n 
BS ob -中 <(Da)et( SS 0o.)B, >N), 把 
rl 一 机 +1 


上 式 除 以 卫 a, 责令-~oo 并 用 (2.2) 即 得 


Ts 


六 al 六 


lim sup | -=e —b |<e, 


血 一 = Ya 
re 


由 e 之 人 性 意 性 立 得 C2 ,1)。 
(2) 再 设 5 汶 元江 大， 不 失 普 遍 性 可 今 b= +coe， 于 是 和 企 给 
M>0， 存 在 N =NCM)， 使 b, 守 MC 当 4N)， 所 以 
rm nN 让 
Dab >( Ba M+( > ca )( min b.). 把 


向 一生 生生 DS 


上 式 除 以 可 a, 再 令 n 一 co 并 用 (2.2) 即 得 


> 他 > [i 


liminf -2.- 


Ta 
:一作 


由 MM 的 性 意 性 立 得 (2.1)， 引 理 证 举 。 


>M, 


附注 2.1。 车 > ov<<m 束 可 =wm，{au} 有 界 ， 则 {1g} 必 湛 中 


nm 一 全 


引 理 2.1 中 的 条 上 件 。 
命题 2.6， lim( Spi f Bri 1 和 
证 由 命题 2.2 有 有 


N 
Ses 一 了 Sp 4 了 了 = 了 pm > Fi 


| 本 二 上 


-Son Sn 联 9,=27”， (v0), bo= 3 b, 一 


nm 


2 所 


9 《Y1 0， 并 利用 引 理 2 .1 立 得 命题 2.6。 
n=l 


命题 2.7。 91,; =fi,; limefi.i 2” ,从 I 而 gi 莫 0 即 为 产 ,， 
gi 非 0 妇 1， 且 “9 ; 一 1< 委 > 六 ,一 


证 令 gs Cm)=Pi( 【J NL YD. (m1), 
1 


则 由 C1.1) 丰 


1 1 
gi (mt 1D- DP (| ” 了 |， 
-1 了 i， J 


Tn 


ly AE, 小 = 了 191. Cm) 


上 二 1 1 


=f1,; 0 ; Ci ), 
着 注意 9;.; C1) = fi ji Hi.i =Himg; 4 C1), 


网 对 区 作 归纳 法 可 证 ，91.; Gm-1)= 了 i,: (fi;9"， 所 以 
gi =limgry (n+1) = limfi.i CFI 29", 


命题 2.8。 Fi = 了 pi 天 1 Ci, jEE), 
上 二 


证 用 (1.1) 即 得 


fi =P' (Uf Dp + DP’ 和 人 


‘1 n= 7 ,sy i ， 1 
1 sh~2, KR—1 
tS Er (le (7, 
二 由 
=piy + DP fi,i, 
此 与 


" TJ3*» 


§ 3. 状态 的 分 类 及 判别 准则 


令 T= 人 0，1，2，,，…"“}， 为 可 数 亿 ，P=(Pi1，i1，jEE) 为 
FE 上 的 转移 阵 。 称 E 为 P 【或 者 为 P 链 ) 的 状态 室 间 ， 称 E 中 任 一 点 
为 之 状态 。 在 这 一 节 中 将 要 对 BE 进行 分 类 。 由 于 分 类 的 依据 仅 
仅 是 P， 所 以 概率 空间 和 P 链 可 以 隐 而 不 现 ， 至 多 只 参考 站 1 中 构 
造 的 P 链 的 概率 空间 (如 "，. 完 "，PD) 喜 笨 了 。 

在 这 一 节 中 ，T、E、 PP、(Q'*，"，P') 总 是 给 定 的 ， 并 洛 
用 $2 的 符号 。 

定义 3.1。 称 状态 i 可 达 j( 记 之 为 1 站 7 四 ,如 果 存 在 正 整 数 
m, 使 D1" 让 0。 车 i ~27,j 7i, 则 称 i,j 互 通 , 记 之 为 i 履 2j, 如 时 
说 , ;之 1, 则 称 j 是 滑 过 状态 ,全 体 滑 过 状态 用 NN 家 之 . 荐 f} ; =1， 
则 称 7 是 常 返 闫 态 ， 全 体 常 返 状态 用 R 表 之 。 车 常 返 状 态 j 满足 
Niceo， 则 称 j 是 正 状 态 ， 反 之 称 计 为 零 状 态 ， 全 体 正 状态 用 灵 ” 
表 之 ， 全 体 零 状 仿 用 R* 表 之 。 于 是 E=NUR=NUR?IJR'. 

命题 3,1。 17) 和 让 j>03 让 和 


证 出 Sup pe 之 D1 立 得 命题 。 


命题 3,2。 jEN<-> > Pi <o0, 
TC 一 


证 ”由 命题 2.4，。 立 得 命题 3.2， 
命题 3,3， 河 f?.; 一 1， 了 3 0， Cie), 则 
《1) 存在 正 整 数 内 及 正 数 c， 伍 

pYi” ep, CD)3 


C2) 了 一 了 3 = 了 },; 一 上 1 =1s 
(3) po。 
下 -1 4 一 二 n= t= 


二 


证 《1) 因 丫 ,; 守 0， 故 存在 导 闫 1 使 4 =P3 记 90。 用 (1.1) 
及 人 辣 题 3.7 有 


-DE UL ED 
rh Dr 


olf} + Ti) 
<cfj PU NE Daf +a- deh. 


出 o>0 ,0<f}.1 < 1 ,得 f,: 一 1。 所 以 存在 M' 使 B=Pp¥} >0。 于 
是 Dp =gBpi。 赦 取 = +MMr,， c= 员 盈 
为 所 求 。(1) 得 证 。 


2)， 国 为 [7.: =1， 所 以 iE€ BR， 出 命题 3.2 知 > pg 一 co， 


再 用 (1) 得 台 p4 =co， 从 而 jER， 故 f);; =1。 总 之 我 们 由 


f=1，f7.1; 守 0 推 出 了 fi ;=1，f).: =1。 当 然 由 f; =1， 
FF 一 1 亦 可 推 币 请) =1，fi,; 二 1。 (2) 证 毕 。 由 命题 3,2 及 2,6 
得 (3)。 

定义 3.2。 设 Q@= (外 jy，i，jEE) 是 E 上 之 矩阵 ，E;CE， 称 
QO = (di.is i, jE ED 为 GonE,. 《对 于 行 ( 列 ) 向 量 ， 亦 有 类 侯 定 
久 。) 

定理 3,1。 E=NUR=NUTR?"UR')，P 有 如 下 形式 
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R* : 0 FP, 口 
R+ | 0 0 Ps, 
有 即 是 PonR"?=Ps,， PonR+=P,, PonN=0, Q,=(p,;, iEN, 
jER), Qi=(pis iEN, jER'D), p=0, iER',ICR'D), 
Dis 一 0，CiERt，jER')。Po，Pi 分 别 为 定义 在 R'"，R* 上 之 转 
证 《1 若 iER， 即 1 ; =1。 基诺,; 半 0， 册 由 命题 3.3 有 
fj 二 1 即 1 二 RR。 这 就 证 有 明了 ， 
iCR, jE NI =030i.;=0, 
C2) 落 认 只 ， 【从 而 站 =1，1ai co7， 有 站 之 0， 则 由 命 
,3 中， 一 站 = 六 =， 且 存 在 正 整数 由 及 正 数 c， 使 


下 条 于 ep’ (一 切 n 二 0)。 
再 用 命题 2 .2 及 2.4 有 
Ff GD- =lim(— WPij(N) 
tty,s it1 


=lim(1 —%) 之 pi 
471 nn 


lim( ~ Me Tp = .~0, 
“1 有 


r= 
所 以 jER。 这 就 证 明了 : 
ER 1 ER 0 人 >Dii=0。 
《3) 车 弃 及 ， 六 1 >0， 则 十 命 征 3.3(1) 有 f) ， 一 1。 廖 设 
jER:， 则 由 (2) 知 ER!， 了 矛盾， 雇 以 这 就 证 明了 ， 
iCR', jERif?) =0>D,;=0o 
总 上 三 步 ， 定 理 3,1 得 证 。 


® 了 看 = 


下 面 我 们 对 Rs 《R+ 亦 类 做 ) 殖 分 类 。 如 定 久 3.1， 对 于 任何 
i jERY Nf1,; fi 守 0”。 显然 关系 “下 2” 定义 在 
R* 上 是 一 等 价 美 系 ， 即 是 其 有 (和 自 运往 CiE R?=i_Ai (ii) 
于 称 性 Ci，jER' ij (Ciiiy 传递 性 Ci， 方 有 ERR， 
Ij 地 i 和 nk)。 所 以 按 关 系 小 7 可 以 把 R" 分 成 一 些 瑟 
不 相 灾 的 华 价 类 ， 

R=R? + Rt 

由 命题 3.3 得 知 车 i，jE RI， 则 f7.; =1， 若 iE RD,jE RY?, mn， 
则 fi,， =0。 出 此 ， 我 们 得 到 

定理 3.2。 E~NUR=NU (CR'UR'y 

=NUCUR) UCR;)，P 具 有 下 述 形 状 ， 


N RR: R? Rr RR; 
N ou Qo 1 他， Qi QQ. Ea 
RI|o p,, Do 0 0 .， 
RD oo Pi， D oo  .- 

: ; ~ : 
Rio 0 oo PP OO 7. 
Ri;|0 0 0 O Pp,, 

4 和 ~、、 


即 是 PopR =P, ,PonR!=P,,, PonN =0,00 n= (CD, ;, it N, 

jiER), Qe= (pss iEN, jERS), pi =O00GER, je Re), 

PTO CCR jERD, Pon 了 分别 为 R4， Ri 上 之 转移 阵 -。 
每 一 个 RCRi 都 称 为 一 个 “ 零 类 ”《〈 正 类 )。 淮 类 和 正 类 统称 为 党 
返 类 。 中 每 一 状态 自 成 一 个 类 。 


定义 3.3。 称 E 的 非 空子 集 ] 是 圣 闭 的。 如 果 #E jiE 了 IT 
Py 一 0， (Wiel> Fp,= 1), 


jt} 


® 了 7 自 


定义 3.4。 对 任何 JCE， 记 /7 = 了 Pd “HN~1, ”]), 


pa 
昌 3 » 


FB-n (UD oe (DB, 


1 {iiEE, f7,=0}, 
命题 3.4。 设 / 和 了 都 是 5 的 非 空子 集 ， 则 (iJ 封闭 ，(i1》 
了 门 了 亦 封 闭 。 
证 人 设 iE 了 ，Ej 则 pc =0， Fo 所 
以 pi =0， 此 即 了 封闭 。 
(ii) 到 1€E 了 《o) 车 jE 了 ， 则 玛 Ci》 p=0。(b) 基 iEJ， 则 
pi, ,= 00 总 C0 、 (Cb) 可知 ， > Pi,i = 1 帮 了 1 "J 封闭。 
ief or 
命题 3,5， 对 任何 友 五， {i|i€EE, fj 记 0} 封 网。 
证 设 8E IjEE, f7>0}，1E{UiINEB，f1y>0)， 则 
f=0; 了 iu 祈 0， 从 出],: 二 0， 故 Di.! = 二 0。 
定义 3.5。 称 E 是 可 约 的 (或 P 是 可 约 的 )， 洪 有 封闭 的 真子 
集 J， 反 之 称 E 是 不 可 约 的。 
命题 3.6。 互 不 可 约 的 充 要 条 件 是 站 >0， (PP FE 。 
证 “充分 性 显然 ， 必 要 性 也 只 须 注意 ， 若 /1,1,=0， 则 {| 
iEE， 六 ,>>0} 是 E 的 圣 闭 真子 集 。 
系 1。 若 存 在 让 三 马 使 六 /io>0， (ieB)。， 则 已 是 不 可 
的 的 。 
定义 3.6。 设 iE BE， 让 了 ， 称 {a1p551 0，nz1j 的 最 大 公 
因子 G.C.P.fplpgo 0，nm321]} 为 i 之 周期 ， 记 之 为 di。 
命题 3.7。 车 ff,; 站 0， fi,i>0, Md; = ajo 
证 让 人 盘 说 有 1 人 -PP 1 所 以 中 ， Qj 均 有 定义 
if 站 


且 存在 正 整 数 s 和 和 t 司 p 的 全 0。 于 是 ， 8 和 和 妆 和 全 B 
DD DI 0 二 十 能 整除 上 +P+ 乓 。 人 由 DB 可 推出 
了 0， 玫 又 有 BY 0 汪 轴 能 整除 (5+ 24+ 人 从。 总 之 有 
Pr0 二 矶 能 整除 m。 

所 以 4d 能 整除 四 ， 由 包 ， 抽 地 位 之 对 称 性 得 d; = dj。 

命题 说 明 ，“iE N， ,六 0 字 员 有 定义 ”， “i,， jE RiCR?) 地 
di，d; 有 定义 且 相 等 ”。 

下 面 再 把 每 一 个 Rs (RR) 分 成 循环 子 类 。 

由 命题 3.7 知 ， 任 取 iC Rs,a; 有 定义 , 且 不 依赖 iE R3。 故 可 定 
义 是 为 类 Rs 之 周期 ， 用 Cm) 震 之 , 以 说 明 它 仅 与 及 有关 而 与 
iE R4 无 闫 。 若 d(Cm) =1， 则 说 RI 无 周期 。 

命题 3.8。 设 让 .fi ; 汪 >0。 则 

《D PrP 0 二 Gil ri (Calr 表 i 能 整除 有 )， 

Ciiy ph ?pry DTA ~ Ry; 

Ciii》 存在 MO 站 ， 倘 pi >>0 (mM )! 

《iv 在 在 r;， 司 pi 汪 0 坟 7 =r Cmodd,)》， 

Cv》 存在 KCi)， 便 W 守 KC 地 pf 让 守 0, 

证 CG》 piPDI 守 0 地 PTE 0 Om +n), 

《iiy 由 /1),; 守 0 知 ， 存 在 ?1 使 PY: 半 0。 世 以 冉 PP 人 9 
得 pp 庆 ,PPP 所 0。 用 (得 di | G4 让， | C+)， 
人 Wd, | Ch ~ fo | 

Ciii》 由 的 定义 知 ， 存 在 t1，*…，w， 使 


可 
TI pi’>0, d=G. C.D. tn。 
用 数论 中 一 条 初等 定理 得 知 ， 弃 在 (DD ， 当 mM( 站 时 有 
三 
md, 一 > Cs, (《c: 是 正 束 数 )。 斯 以 


] 
pr [> (m2 MOD), 


f= 


昌 了 只 * 


CGv) 出 Ui》 立 得 (iv)， 

CV》 由 所 ,>0 及 (iv) 人 得 知 存 并 tt/1di ni， 醒 PY 
南 Ci 计 )， 联 EC =m 人 + MED 即 为 记 求 . 

定 愉 3.7。 设 了 是 不 可 约 的 , d 为 其 周期 (由 命题 3.7，E 中 性 一 
状态 ;之 周期 中 不 依 表 页 可 以 Ga 为 忆 或 者 PP 之 周期 ,着 d>1, 令 
五 各 CaO ， 车 qd5， 则 称 训 7 具有 关系 
穴 ， 记 作 isi 水 qd 一 1， 则 称 E( 或 者 P) 是 无 周期 。 

作 蚜 3.9。 定 义 3.7 中 确定 的 关系 之 是 一 个 等 价 关系 。 

证 (1) 育 返 性 ， 由 2&= 囊 ,: 即 得 j 盖 t 

(2) 对 称 性 ， 设 ij， 任 职 mw， 使 p>9, 于 是 dmm。 又 出 命 
题 3.8( 让 知 : 车 DP 这 0， 凤 d| CntRD， 所 成 djn， 太 而 dj.;, 即 
sf 

《3》 传递 性 ， 设 i 之 j，j 之 kK， 任 取 s、t， 富 Pp 守 0，Pi'% 守 0。 
于 是 dls，d|it， 而 由 命题 3.8Ci) 和 Dp 让 0 CD 0) 过 1 二 
s+itCmod d), 

莹 注意 d| (s+ 站 各，pi》 记 0 过 = -0Cmod 路 。 此 即 ;=f。 

命题 3.10。 设 E 不 可 约 ， js 六 则 d= 下。 

证 设 B, ;=5， 和 任 取 i， 使 p>0, 按 命题 3.8(iii} 可 取 r, 使 
Pp >0， 隆 是 
下 DO BM t+md), t+ tm t+ 1)d) ,从 
而 Sd， 而 ij=>d 8， 所 以 d =5。 

命题 3,11， 设 E 不 可 的 , 则 “pi3? Pi >0 ,mi 一 mztmod dy 
> 守 j”。 

证 撤 pP 了 这 0， 二 现 ,Xmod d)， 则 出 命 是 3.8 Gi) 
知 , Pi >0 坟 DT 0m += 扩 , Cmod DD) n= 0C0mod d), 
故 ji 之 ji， 

命题 3.12。 设 8 不 可 约 ， 周 期 为 4, 则 鞠 系 关 怡 巧 把 了 分 为 3 个 
不 变 桨 循环 糯 : E=C. UCsUw UCa， Tt ij 同属 于 一 个 循环 类 C, 的 


充 要 条 件 是 isj， 而 且 ^iEC， jE€ Criy 字 Pis 王 0”，《 从 而 P 人 ;之 


s 20 « 


0, iEC, JEC I~r=s(mod dy), 

证 不 妨 设 9>1, 由 于 之 是 一 个 等 价 关 系 ， 所 以 可 以 把 E 分 成 
车 于 个 不 交 的 循环 类 ， 使 i，j 同属 于 一 个 循环 类 的 充 取 条 件 是 
is 六 ， 歼 为 证 命题 ， 只 须 证 明 两 点 ， 《1) 循环 类 的 个 数 恰 为 可 
(2) iEC,, jECiD.j = 0, ( 注 ; 记 C=C, 当 1<r<d ,m=p 
Cinod zz) 

《1) 先 证 循环 类 之 个 数 不 超 过 d， 反 之 , 必 有 状态 记 ， 计 ,，*…， 
i ， 合 与 无 美 系 客 ， (s 关 t，0<s5，tEd)， 取 mj，…，mWi 合 
Tp >0， 由 命题 3.11 有 m, 坟 m (modd)， Cs， td， 
月 二 工 
s 半 t， 直 命题 3,8(iii) 再 取 训 。， 使 pi 人 >>0。 用 命题 3.11 又 有 
mmdCmod d，(1<5s<dD， 而 d 个 正 束 数 {9，1<s<dl 每 一 
个 都 不 能 被 4 整数 ， 又 互 不 同 余 ， 是 不 可 能 的 ,这 就 证 明了 循环 美 
之 个 数 不 超过 qd。 

于 是 可 令 E=CUCsU' UCa， 再 证 每 个 C 非 襟 ,由 命题 3.10 
知 ， i 与 j 属 于 同一 类 祝 D,; 一 0， 今 在 各 个 类 中 琉 一 非 空 者 ， 认为 
这 是 Cl， 任 取 iL ECl， 由 1= 了 pis 也 ”p11 得 知 存 在 isE€ 


jEE 四 
is Lc, 
胡 一 号 


LG, 使 Pi i, 守 0， 就 认为 含 记者 为 C，， 若 d= 二 2， 则 终 止 ， 设 
由- 


dd 2， 由 命题 3.10 知 pl) ， = CjE Cy), 又 Di iD ps); 2 
PivirHi,.l, 所 Bp;,, i = 0C0 EC,), 击 DP;,.1 三 0， CEC,), 故 


区 
1= 可 pi = 区 pi 因此 存在 haE jc 使 2;..1, 0， 
加 向 一 名 
Ie Us 
航 试 为 禽 i; 者 为 C，， 若 d 一 3 则 终 趟 ， 车 d 半 3， 再 仿 上 上 代 下 去 ,d 深 
以 后 得 到 qd 个 状态 让，…， 有， 合 8EC， (TS Ad )， 且 
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d=1 
ITJei,.,,, 0 《1 证 毕 。 
一 1 


(2) 再 证 ftE,， jeC,, Dj = 0 

设 iEC,。，jECi， Pj 之 0， 往 证 8=&+1(mod dq)， 和 事实 上 ， 
不 妨 令 B=2, 因 12is ,ji 之 让 是 (了) 中 找 出 的 , 破 有 Pi .i 11 记 07 3 
所 以 存在 m 及 m' 使 Pi 之 0，P 司 之 9， 因此，PY 人 和" > 
DY DP 0 但 取 有 Pi.;0， 所 以 由 命题 
3.8(ii) 有 md+B-gatmd=1i(mod dy)， 志 以 8=&g+1(mod d)。 

定理 3,3。 设 E 不 可 约 ， 周 期 为 4， 则 E 可 分 成 d 个 互 不 相交 的 


非 空 的 循环 类 ， 三 = Uc 这 这 时 P 有 如 下 形式 (d>>1 时 )， 


CC 局 


LS DO P， 0 0 

Cc, |o0 0 Po 2 
Cs DD 人 中 DO Pa_ 

© Pa oO 0 0 

Pi= P=-(p;;，i,，jEE) 有 如 下 形式 

Cl 人 Ce Ca 
Cl 瑟 ， 0 0 
Cc, 0 Bb, Oo + DO 
Cs 0 D bs 0 
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即 是 onC, = 五. 是 转 赵 阵 ， 让 ,=0，(EC， 语 Co)，2 一 1 
2，… 中 此 外 已 。 是 不 可 级 的 ， 无 周期 的 。 

证 只 证 疙 oscu = 天 ,是 不 可 约 无 周期 的 转移 阵 ，( 其 它 论断 
前 面 诸 命题 已 证 ?。 

任 取 iE C。， 若 五 ,人 >0， 即 pt >0， 则 必 有 广 ，…，7-v 
使 pi pr， is ”Pio io 之 0， 所 以 由 命题 3.12 有 jECc411""， 


ja EC pa 所 以 ECo4d=Co 可见 EC jEC 字 Pj1=0， 
此 即 六 ,是 转移 阵 。 

任 取 i;，iEC,， 由 E 不 可 约 知 ， 秦 在 m， 使 PY3 守 0， 因 i，i 辐 
属于 一 个 循环 美 ， 政 必 有 贡 =rd， 所 以 了 名 =p 一 p99 0， 所 
以 了 onC, 是 不 可 约 的 。 

最 后 证 明了 onCs 是 无 周期 的 。 任 取 iE C。， 由 命题 3,3(Ciii》 必 
存在 mo， 醒 p08 和 Yt 站 0, 此 有 即 了 090， Poti>0, 
所 以 GC, DD，{m， 了 >0} =1。 至 此 ， 定 理 证 毕 。 

由 定理 3 .2， 对 任 誉 己 , 可 分 解 戌 已 = 入 JURSU(URiD)， 由 
于 PonR' = 了 是 不 可 的 的 (PonR+ = 了 ,, 亦 然 ), 若 令 RSCR!) 之 周 
期 为 LCmD Cd (nm)), 则 由 定理 3.3,R4CR:) 抬 可 分 为 d*(m) (dt(m)》 


dmy dny 
个 循环 类 R? = 【RS CID (RI= [JR )，Pi 0，Pf 人 是 不 
1 一 t= 1 


可 约 无 周期 的 转移 阵 ， 且 “p>0，iE Rs(5)， jE Rn(t) 过 t 一 8 
=r(mod d° (Cm) )”, 
定理 3.4， 对 任意 E， 有 


《1 iE RS PPS =1>g = 1 
-一 中 
iER'S> SP, FID)<m E>. =1, 
Pil oo =1, Fi (1)<o0 
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(2) iER, HN, Sf = = fl dii= 0 
= 11 Hi 1, 

证 ”内 售 题 2.4、2.7、3.3 立 得 定理 3.,4。 

在 机 书 中 ， 和 矩阵 (特别 地 ， 向 量 ) 的 大 小 的 比较 、 极 限 ,… 等 ， 
都 是 巡 元 党 义 下 的 、 例 如 8" = (C4489， 计 jEB)， 加 QQ 路 定 
关 为 9 宇 29，(i，jEe Ey，, limQ" 定 定义 为 Climae' i.jE EY. 


零 拓 阵 ( 向 量 》 亦 用 0 表 之 。 于 和 挫 陈 (向 量 ) 常 分 所 下 示 ， 例 如 E = 
FE EE, 
ELUE,E NE = QR, 0= (4,1t,iEE), YQ=E, (85 0.:) 
E, Qs! Qs: 


心 示 (4; j， t€E E,, FE ED = Qu, C5s f=]1, 2)。 


§ 4。 遍历 性 定理 及 状态 的 区 分 


在 这 一 节 中 ， 便 设 B 是 可 数 集 ，P= Cpii，iiE ED) 是 BE 上 的 转 
移 阵 ， 记 =P 了 = Cp ，it， jE BY 是 nh 步 诗 物 陈 , (0* ,9 '，P')， 
(iE BE) 是 如 1 记 定 义 的 P 链 的 概率 空间 ， 本 节 研 究 的 主要 内 容 
是 : limpe 存在 的 充 要 条 件 是 什么 7 当 此 极限 存在 时 ， 如 位 求 ? 
有 和 何 性 质 *Y 及 状态 的 区 区 …… 等 等 。 

引进 4。.1。 设 {fn，n 守 1}、{prs 830 是 两 个 非 负 实数 序列 ， 


fll， ps1l，pPo=1,， 且 


= SD fpPrs, (1)， (4.1) 


WNG. C. D. {nlf,>0, rn1}=G. © D.{nlp>0, tr1}. 
证 令 s=minfplf.>0,， nl1}， 则 s=min{n[p,>0, n>1}。 
再 仿 dy =G.C. D,. 人 | 六， C.D, {n|p, 0, 
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ET 


SEN 显然 d 一 3 d*， 刘 di 二 ds#, 往 证 ，; 加 
事实 上 ，Puw+i 一 Shp furis 兰 fwri1 福 0 则 上 0， 所 


以 出 归 缚 法 很 设 租 df = 对 CD {ds, N+1}=G. 0. PD. 
{+= 于 4 若 fy+r1 一 0=prx4tt， 册 类似 地 有 dn 二 dt 
医 fys1 一 0，Pxi1 之 0， 则 存在 Y,1<v<N， 伺 f.Ds 1- 之 0。 国 此 
di 人 N+ 1 人 从 而 由 于 二 路 竺 只 ] CN 1), dj1(N +1)， 
所 六 cd = 时 王国 一 da 总之， 忆 有 后 一 臣 ( 一 二 六 2。 


引 理 证 毕 。 
定理 4,1， 和 若 i 是 常 泛 状态 ， 其 周期 为 4,， 则 


limp 5 =d, mi, (4.2) 
(其 中 mw, ,是 平均 持 现 时 间 ， 当 = 二 co，4 是 实数 时 ， 此 再 得 定义 
bb 站 ) 时 


证 由 于 i 是 固定 的 ， 简 记 Di、 Fi, a 二 1 为 pn， 了 ， d, 
抽 ， 旺 然 《fi W211}、 {Bs; n>0} 满足 引 理 4.1 的 茶 件 。 令 m= 


0)， 则 


venil 


六 pn = Pr = > Dr = > Cr, —F.) DP: 
图 ral 


"1 


条 而 > rp 一 rp ;不 依赖 nn 守 0， 但 rops=1, 这 以 


之 rp 二 =1l, (RD， C4.3) 


全 和 二 lim SUP Pua =lim 1 SUP pn, 上 吉 有 {ns} 使 lim Paid 一 A 用 


(4.]1) 及 这 f=1 可 证 : 


mn—1 


“六 0 2 = > lm po 
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所 以 ， 反 揽 利 用 上 述 蕉 理 可 证 ， 
“t= Sos, ci，31 正 整 闭 ， 拓 >>0:1<j<t > lim Due- 


二 7” 用 引 理 #4.1 及 dd 之 定 闵 得 向 存在 s;， fs 0， T<sjsst， 使 
d=G,C.D, {s1,*-,81}, 所 以 由 数 论 的 一 条 初等 定型 可 知 ; 存在 se 


I 
使 “过 so 一 字 可 = 之 53， 因此 ，lim poo 二 加 (3 这 5o)。 以 
一 于 上 
天 一 《一 SG 代入 (人 .3 并 注意 pm 一 0 《 当 v 基 0 (mod qd)), 有 
nt 


> Td Pir y=0—r1d 二 ]。 当 马 rscoo 时 ， 在 前 式 中 令 


y= 


Kk->co 并 应 用 控制 收 钱 定 理 《 注 登 1im Pin -ou 一 和 S58,), 


可 得 DA 而 当 =o0 时 易 证 和 = 0。 总 之 全 有 


roog 


“=1/ TE rs。 又 因为 f=0 C 当 V0Cmod d))， 所 以 ra= 
ri 


rad-.d--1 EE E23 dg 
号 之 六 ， 有 而 Sr 之 r= 所 DN= 车 令 月 = 
da 


lim inf pas, 仿 之 可 证 B=， 定理 证 替 ， 
系 1。 设 i，i 字 属于 某 个 周期 为 4 的 常 返 类 Rs (或 R,)，Rs = 
REY UY RACd), iE Racs), iERrct), 则 
0， 若 r 去 ts (mod d) 
lim DY -| d Cd ,a3 
si 一 一 一 ， 若 r= 了 ~3 tmodd) 
LL 
定 当 r 关 一 3) (modd)， 系 1 的 论断 显然 成 立 。 当 7 一 (1 一 


s 2 + 


2 


9 《modd) 时 由 命题 3.3 我 们 有 荆 om = 世人 ,=1, 再 注意 


vm vel 
pj 二 0 CV 关 0 Cmodd)) 有 


pS "= Df pi, (4.5) 


4 一 个 


在 (4.5) 中 令 R-xoo 并 应 用 引 理 2,1 及 定理 4.1 即 得 C4.5) 的 第 二 式 ， 
对 于 任何 周期 为 4 的 状态 )， 令 f10)= 袜 Fi， 


t=r tmrcd dy 


定理 4.2. 《1) 若 j 不 是 还 状态 ， 则 1itmp =0，(i& EE) 


(2) 营 j 是 正 状态 ， 且 周期 为 dj， 平 均 再 现时 间 为 hm).; 且 

Cay 车 t+ 是 常 返 状 套 但 与 不 在 同一 类 中 ， 则 p=0 (一 茹 
Nl1)y 

Cb) 若 志 j 同属 于 一 个 正 类 ， iE RIC3)， jER: (1)， 则 
nd) p49 =0，( 当 # 二 


T ,了 


lim pe4+ = 
(一 5 (modd)), 
《c) 若 i 是 滑 过 状态 ， 则 对 一 切 : 有 
limpirfit =f. 0) 2 , 
证 由 命题 2?.2，3.2 及 定理 4.1 的 系 1 即 得 C1)。 由 定理 3.2 得 


《2)Ca)， 由 系 1 得 (2)C8)， 由 (4.5) 及 引 理 2,1 定 理 4.1 得 (2) (Cc)。 
定理 4,3。 对 任何 !,i EE， 总 有 


lm 二 = Ti, C4 .6) 


存在 ， 其 中 zi 二 了 1/mzj，( 当 站 不 是 常 返 状态 时 ， 定 儿 Hi 
二 十 00,) 开 = (mJ， i,jE EB) 称 为 P 的 遍历 极限 。 
证 由 定理 4.2 即 得 。 
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定理 4.4， MimEP' 存在 前 充 要 条 件 是 每 一 个 正 状 态 的 局 其 
都 是 1。 如 果 条 件 或 立 , 则 HimPev= 开 = Cri ijiE 了 5 由 是 


理 4.3 记 定义 。 
证 由 定理 4.2、4.3 即 得 。 
下 这 我 们 研究 肛 的 性 质 及 阔 法 。 
命题 4.1。 对 于 任何 1EBE，jERiCiE R35 类似 )， 有 
下， 一 下 er 《f1 ,8 之 定义 见 定义 3. 和 4， C4.7) 
1，… 一 1 


证 fe- Er(a, ,nl 


3, £7 kml, k, ktl, kt2,. 


时 


=- EP, ... KR+, R:, 于 下 加 和 


» 


工交 Rl, KR - yy 
+ Zr, Rt, Rt: |， UL 
4.8) 


用 己 ,1) 并 注意 族 )=1 (SERI) 可 得 (4.8) 右 过 第 一 项 为 9。 而 第 
» 1，… Rl1,R 轩 VY ~ 
二 项 二 PP' 了 
现 (Us os , R+, | nm LU [0)< UL ) 
=f! 下 所 以 扬 LS 本 而 小 于 号 不 能 成 也 ， 而 疡 .六 ts 
命 王 4.2。 HI=IIP=PH=1°. 
证 困 控 制 收 傻 定理 可 得 ; 


PH =P(lim tSEPr® ) 


=lim P(- BP" ) 


=1 


=!im| (+ 1 pi )t1- lr |=n. 


和 卫 呈 生 


A 


下 


用 法 都 讲理 可 得 : 


yi 1 pw 
p= lim 四 之 P )P 


<lim( py Pirtis ) = 了, 


T=” 了 


| 
#41-(1) 则 HP1 =n1， 故 上 式 不 等 号 不 可 能 成立 ， 所 以 HIP 


由 一 这 P 得 也 = Po，(nz 信 ， 所 以 n=n( SP ), 
tol 


《n>1), 令 no0 并 用 控制 收 伍 定理 可 得 ，H =1lim nC 5 Po ) 
= Hflimls P )= 互 :。 命 题 证 毕 。 
1 


nsw 


定理 4.5。 记 E=NUR=-NURIUR=NUCURS ID)U 


(LU R+), 则 具有 下 述 形式 ， 


N R’ Rt Ri Rt ww 
N 0 0 40G) 4(2) AC3Y .1s 
R"” .0 0 0 0 0 号 
Ri 19 0 Bel 0 0 ~ 
Ri |0 0 0 Bt2) 0 2 
Ri |0 0 0 0 BY .… 


即 mi=0 GEE, jENURD), ACGm= (Cm, iEN, jE RY, 


$$ 29 全 


BO) = 了 orR Aj=0 CE (YY URi，TERt)。 若 记 7 Cn) 


=( 吉 一 ,jE R+ ) 是 以 一 一 为 分 量 定义 域 为 R; 的 行 向 量 ,oCm》 


| ’ 


- (是 色 六 对 为 分 量 定义 域 为 的 列 向 量 ， 则 有 BCn) 


三 17700)， 太 CmD) =altmyxi(m)， 此 外 还 有 BK) =1， 即 是 BC(n》 
是 行 行 一 样 的 每 个 元 素 都 大 于 0 的 转移 阵 。 

证 用 定理 4.3 划 命题 4.1， 为 证 此 定理 ， 具 须 证 明 B(m)1=1 
即 可 。 事 实 上 ,由 命题 4.2, =H? 得 BOn) =B(Cn)?， 好 1x7 (Cn) 
= CT ONOCIR OR) = 1 CEDTIC8》 = x RYT1ICIA Cm)), 
LTrKa) 每 一 元 素 汐 为 正 知 XC0)1=1， 郁 BC(nY1 = (177 (x))1 
二 1CX7M)1) 一 TI。 定理 证 毕 。 

定义 4.1。 称 Q =(9;;，i， j GEB) 是 准 转 移 降 ， 如 果 4g;j 宇 0， 
hl (i，jEE3。 称 准 转 移 阵 具有 廿 结构， 如 果 E 可 分 成 


不 交 子 集 的 并 ，E =GUF, FU… (CG 或 F 可 为 空 集 ), 使 89 具有 
下 述 形状 ; 


| 全 F, F, 下 大 由 
G | 0 CONg (01) CC2) gr (2) 
Fino0 19 C1) 0 

0 


0 19" (2) 


其 中 Cm) 是 以 G 为 定义 域 的 分 晤 为 非 负 实数 的 列 向 量 ，9’{m》 是 
以 下 ,为 定 文 域 揭 分 量 为 非 负 实数 的 行 向 量 ， 旦 6"C0DE= 1， 

显然 ， 若 昌 具 有 匡 结 构 ， 则 必 有 QQ*=@，( 注 意 0D1=1》。 
又 由 定理 4,5， 卫 是 具有 互 结构 的 〈 取 @ =NUR',，F,=Ri, q/(n) 


= 到 C1), Cm) = )), 


是 站 


命题 4.3。 若 Q= (4 ,站 jc 本 是 准 转 移 阵 ， 则 im 袜 9 


业 


= 本 存在 且 其 有 结构 ，(Q' 是 Q 的 v 次 冠 )、 
证 令 4 是 BE 外 之 一 点 ，E =EUT4 (CA 艇 由 和 构成 的 单 


QO 8 . 
点 集 )，5 =1~Q1， 则 Oo = 人 ，) 是 定义 在 E4 上 的 转移 阵 。 由 
= 1 vo bi 
定理 4.5 知 lim ; ,02 = lim| et | 在 在 有 五 结 梅 ， 故 
i ] 
lim 】 芒 0 存在 也 有 也 结 袍 。 
命题 4.4。 Q 是 准 转 移 阵 且 Q = 的 充 要 条 件 是 8 具有 卫 结 
构 。 
证 充分 性 由 结构 之 定义 即 得 。 必 要 性 由 9 = ;也 Q' 及 全 


题 4.3 即 得 。 
命题 4.5。 站 (iEE,，JCE) 具有 下 列 性 质 ， 
(C1) fio=0, FE 一 1 Cit E), 
(C2) TST, 
《3) 对 阅 .1 对 J 具有 完全 半 可 加 性 3 


C4) {y} 不 变 寿 闭 集 人 > = 之 fi 

(C5) TcCE 央 定 ， 或 则 站 一 1 (~- 切 ie E), 或 出 inf =0, 
证 (1)、(2) 显 然 成 立 . 
f= AUT 


-PU UL )), (4.9) 


® 了 = 


所 以 站 
《4) 车 {J} 不 交 封 闭 ， 出 当 kv 时 ， 
PU| ,Dnt =o 故 由 (4.9) 即 得 (49。 


《5) 用 (1 .1 得， 


1- FE NLD) 
1, "HH 了 nm Ttly 2, 可 
-2 7, De, 7, .|) 
1, “R11, 
-SP(|2 ， -fiD 
之 (3 ;]) ’ 
上 
<r(NL;]) Cint yo ， 
仿 Fecco 有 即 得 1 -了 (1 ~ 了 7, Cl ~inf 六 7， 《6) 得 证 。 
tf 
令 ?Y=II，, 则 
N /> aa) 
el | Ud {4,10) 
Rt 1 . 


即 是 Yon NN = oom),， YY onR' =0，Y on Rt 二 1，4Cm)， 之 定 


义 见 定理 4.5。 

本 书 中 恒 用 《mm)yv 表示 定义 域 为 1 的 分 量 有 界 的 刚 向 量 全 体 ， 
《12 表示 定义 域 为 了 的 诺 分 量 之 绝对 值 之 和 收 敏 抑 行 向 量 的 全 体 ， 
若 J= 卫 ， 则 简 记 (pyz、(1D)z 为 (8 、 人 0)。 用 ee 表示 对 应 于 


i 赤 


”的 分 最 为 其它 分 晤 为 0 的 列 ( 行 ) 向 量 ， 其 维 数 视 需 要 而 定 ， 

命题 4.6。 {eiy; iEE} 或 则 无 0 或 则 有 无 穷 多 个 0。 

证 营 R' 不 空 ， 则 P on R* 是 转移 阵 ， 而 lim(P'"?on R') 一 0， 
故 R 必 为 无 穷 集 ， 出 (410) 知 {fe 季 ，iE 瑟 有 无 穷 多 个 0。 

范 RR" 是 空 棠 ， 再 设 {ilefy=0，iE 酉 革 忆 。 出 (4.107 和 命 古 
4.5(4) 及 定理 4,5 知 ， 当 iE N 时 有 efy= 之 ffi,g+= 二 了 .a. 所 以 由 


《4.10》 避 RI 是 空 集 宙 ， 后 学 ile! Y=0, ,HEE) = {file Y=0, 
i EER} fifi n=0, 1CER+) = RK! (R+ 之 定义 见 定 义 3.4) 
若 R+ 是 空 集 ， 则 efy 二 0，(iEF)， 命 题 4.6 上 成立， 车 R' 非 空 
命题 3.4 知 民 * 及 ! 为 对 疗 集 ， 故 P on (R* 下 ") 是 转移 阵 ， 著 注 意 
及 R'CN, (mR' 是 空 常 ) 知 limCP on R* R+Yy"=1im Pi? on 


Ho 


R+ R+) 0， 所 以 RR* 辣 是 无 穷 集 ， 命 题 4.6 证 毕 。 

命题 4,7。 下 列 陈 述 等 价 : 

C1) 匡 是 转移 阵 ; 

{2) R= fr=1,. (iEN)s 

3) inf{ery, iEE}2>0, 

证 由 (4.10) 及 elY=fi,r (iED 知 遇 ) 志 访 (2)。 而 (1) 地 
(3) 显然 ， 下 面 证 明 (3) 之 (2)。 菩 L3) 成 立 ， 刚 RI = 个 ， inffi.n 


一 inf 所 ,a 之 0, 用 命题 4.5(5) 得 fi,r 三 1 一 其 i 站 EBED, 帮 2272 成立。 


由 命题 4.1，4.7 及 定理 4.3 顷 , “I 一 1X， NW/ 二 1，A! 守 0 
所 多 及 "一 好 ， 恪 有 一 正业， 和 且 fint=1， (iE Ny,” 
定义 4.2。 称 转 称 阵 PC 或 对 应 和 的 P 链 ) 是 无 耗损 的 ， 如 果 开 是 
转移 阵 ， 反 之 称 P 是 耗损 的 。 
引 理 4,2。 设 6rfriD 一 (ef RR) Go 1 
/i 
O00, CI=1, (2:1), Al Bi ) lim oe/(n) =a’, 若 


3 


下列 两 条 件 之 一 成 立 ; 
《1) lim sap 之 (nH) =0) 
让 
(2) 0 Cn)Be, R21), lim& = + oo， B>0， 则 a/1=1, 
证 设 (1) 成 立 ， 则 任 给 8>>0， 存在 &。， 使 sup 之 (1) < 
Moli-h, 
号 。 再 用 lim c' GD =a! 得 ,存在 No 使 (No) -0 << 声 (= 
Ld 全 


二， 而 3 
1 2 所 以 or1> 台 w> 袜 (oo( No 大 ) >1~ 
i 1 i=1 t 


导 akN) - 三 >1-s。 由 es 之 任意 性 得 a'1 之 1, 再 用 法 都 引 更 得 


i 


xe/1=1, 


设 (2? 成 立 、 则 c> 卫 GCm) 之 Ginf Bi,) 可 ws0o， 故 
1 四 i 
sup 了 040) Ce/int Bi， 由 (2) 即 得 (1D， 引 理 4.2 证 毕 ， 


人 


Bo 
定理 4.6。 设 E 一 {0,1,2,…}，B= | Bi > dim eo, 


PB<8， 则 ?是 无 耗损 的 。 
证 任 取 iE FE 固定 ， 令 ci (0 =ei 人 (二 瑟 P)，o = 也 


用 引 理 4.342) 即 得 #11=14， 故 D1 一 1。 定理 得 证 。 
， Bo 
定理 4.7。 谍 已 一 101，2，…j 8= ( Bi 字 0D， a 是 正 实数 ， 


了 


PB oc,eiPP eB- 以 除 去 E 中 有 限 个 已 , 则 ?是 无 耗损 的 。 
证 由 棚 设 知 ， 存 在 p2>0 使 PBB4+61， 玻 PB {hn 
衬 1)。 再 用 假设 ， 存 在 6 渤 0 及 一 个 列 向 量 x，4 具 有 有 限 个 分 量 为 


1 其 它 为 0， 使 PB<8 一 oL+ cg。 山 PB+al<c8+ ca 得 (1 SP'") 
= 

四 下 i ~ Tt PE 一 

Patalc (DP B+ (DP )e, EP Bm (ny 


D 可 得 ， al1< PB 一 Pmt1B+e( PY )a, 令 n-ree 即 
1 


得 el1<eITe<ZeHl=cr, 帮 inf{e'r,ic EB} 2 >0， 所 以 由 命题 4.7 


知 了 是 无 耗损 的 。 

定 兴 4.3。 称 分 布 行 87(B7 沽 0，871 一 划 是 转移 阵 已 《或 对 应 
的 P 链 》 的 平稳 分 布 或 不 变 测 度 或 谐 测 ， 如 果 有 /了 = 有 。 

区 “zx/P=x/，X7E (CD)，w/ 0” 为 左 方程 。 

定理 4.8。 下 列 内 条 阵 述 等 价 ; 

《1)》 方程 "x*P=x/，z/ ECD ”有 非 0 解 3 

2) 有 正 状 态 存在 ; 

《3) 左 方 程 有 非 0 解 ， 

《4) 卫 有 平稳 分 布 短 在。 

证 ” 先 考 察 “z'P=z，27E(D” 的 通 解 。 用 控制 收 黎 定 理 
可 得 ， 蓝 2P=z 2 E (iD， 则 z 开 =27，7 CE 《iD。 再 用 定理 
,5 得 ，Z7ORCN UR2) 汶 0， 若 记 z7orR7 为 ss， 风 再 用 定理 4.5 有 

z=C0, 0, si 9307 一人 0，0，51， $527) 

0 0 aflo2T7C1》 aoa C2 oe 


0 0 0 作 
一 《0,0S1 8 ， 0 0 x (1) D 
00 0 17x" (C2) 


= (0, 0, SIT7KC1)， ssA (2), 本 
Bz/onC(N URS) = 0, rionR; =sM (Nn), Smsi1l, DD sl|<o0, 


友之， 任 给 满足 上 述 雪 求 之 z7/， 必 满 旦 
wp=zf，z1ECD， 故 “z+1P=w/，w! (I)” 之 通 解 为 ， 
N Ra R+ RR: oe 


T= 0, 0, SixT (C1), Se (2), ) 
| C4.11) 


1s,| < ooo, 


(1) 字 C2) 由 适 解 之 形状 立 得 。 

3) 全 (3) 在 (11 中 取 8 0，3=0，(>1) 即 为 堪 方程 
之 非 0 解 。 

(3) 二 (4)。 设 x! 是 本 方程 之 非 0 解 ， 取 8B/ = 即 为 P 之 


平稳 分 布 。 
(4) 二 (1)， 显 热 。 
定理 4.9。 若 P 是 不 可 约 的 ， 则 
《1)》 兢 方 程 具 有 有 零 解 之 I= 10; 


《2 左 方程 有 非 零 解密 =17/， 其 中 z= 十?'， ?1 是 


左 方程 之 唯一 非 零 解 ( 常 因 于 除外 》， E=Ri， 且 A!' 是 P 的 唯一 的 
平稳 分 布 。 

证 《1) 由 左 方程 只 有 符 解 ， 用 定理 4.8 知 ， 无 正 状 态 ， 故 
HH=0, 

C2) ”由 左 方程 有 非 零 解 知 有 正 状 态 存在 ， 而 P 不 可 约 ， 故 
一 及 1I。 故 左 方程 之 非 1 解 为 ，z7 = SF CD 30 而 开 =1T7 (1)， 


=z/ (1) 是 P 的 唯一 的 平稳 分 


布 。 
1 


对 一 般 的 转移 阵 忆 而 襄 《 可 能 足 可 的 的 ?3， 解 堪 方程 ， 凑 道 入 
合流 0 的 地 方 对 应 的 状态 就 是 N UR *， 凑 余 的 地 方 就 是 Ri，R;， 
而 且 zx 《0 也 得 虽 了 工 。 根 撕 定 理 4.5 互 的 结 均 ,只 须 求 出 zy， 
开 认 党 全 求 男 了。 下 述 定型 就 回答 了 arm) 的 求法 。 

定理 4.10。 对 任何 转移 路 忆 而 计 ， 


i UnYy y 1 
了 十 0 0 
0 | 是 <P| 0 |=| 0 ，D<s VSTI 六 的 最 小 
R- 1 1 1 
,URi\ 0 0 \0 


艇 。 
证 ”由 了 蕊 = 互 并 应 用 定理 4.5 瑟 的 结 格 再 说 意 f GW) 0 部 可 
发 现 它 是 解 。 再 证 最 小 性 。 任 取 上 方程 一 个 解 1 


0 
0 |， Oy 
1 
0 
必 有 
vy Vy 
0 . 0 
_/1 
0 ( 天 之 ) 0 | 
1 1 
0 0 


令 h 一 co 并 用 法 都 引 理 及 定理 4.50 的 结构 可 得 ， 
® 7 » 


i ny 


| 


u 9 
0 0 
0 | 0 1 有 殖 0 0 
1 1 | 1 1 
Oi Di \ 0 1 0 4 


至 此 ， 艺 揭 求 法 及 RNL R' 与 J Ri 的 区 分 已 经 解决 。 本 节 最 后 
一 个 问题 就 是 要 区 分 N 与 Re。 ” 

命 注 4.8。 任 取 7 二 EB，J 二 放 ，4=PonJ， 则 

(GD limAm=a 存在 ; 

(2) Aa=u, 是 4 大 放 有 1 二 y，0 世 94 之 1 六 的 晤 大 佣 

(3) gai=era=l- fir, CEN), 


(1) 仿 i= a GED, G1=0, (i€ J), a-{ cel 刚 


er(PHD)=1- fi7, GEEY, 
: 
证 ” 任 取 iE J， 浊 由 测度 P' 的 定义 有 c7C451D = (站 | 中)， 


故人 CU、(3) 得 证 。 再 证 (27。 用 控制 收 伍 定 再 得 4 = Alim A"1= 
limA"''1=~a, Ay=y, Oy My= ArysCA" 1, 从 而 乡 萎 
limArl =a, (2) 得 证 。 最 后 证 C4)。 用 (C3) 有 


= Bru (ND 
一 pil fn) 


三 DiiCe! qa) 
Fi 


es 了 和 


一 Sp: 


jer 
=erC(P ai), 

命题 4.9. 下 列 陈述 等 价 

(1) fi .71l, CiCE); 

(C2) f17=1, it); 

(3) 4 二 0， (0 之 定义 见 命 是 4.8)1 

(4 A 二 yy BEC 六 只 有 0 解 。 

证 (1) 字 (DD 显然 。(2) 二 C3)， 内 须 注 六 eit=1-- FQE 
让。(3) 守 (4)， 设 9 为 广 程 之 解 ， 不 姑 令 Ay=y，0<&y 扩 1， 由 命 
题 4,8《2) 有 0 有 ya， 而 令 设 0 一 0， 巩 y= 二 0，(4) 成 立 , (4) 字 (1)。 
由 (C4) 成 立 ， 青 用 命题 4.8C2) 得 9=0， 从 而 PE 一 0。 柚 e'PE=1 
-ffir, (iEE), 所 Bf? r=s1, (EB)。 

系 1。 设 4 为 状态 j 之 余 阵 ， 即 是 4= Pon(GE -Ti 则 下 列 
陈述 等 价 ， 

(1 fii=1, (iEE) 

C2) f7.1=1， Ci 站); 

(3) 2=0, (= TmA"D) 

(4) Ay=Y, y>0, 3 (9 六 只 有 0 解 。 

定理 4,11。 任 取 状 态 ij， 设 万 为 j 之 余 阵 ， 则 

(1 之 4y 一 DVD VE) 六 只 有 0 解 福 ;是 吾 返 状态 

(C2) 才 Ay=8 V0 CC 六 有 非 0 解 ， 且 P 不 可 约 汪 ;是 
滑 过 状态 ， 

还 ”由 命题 4.9 系 1 中 (1 < (4) 即 得 本 定理 前 (1)。 再 证 (2) 。 
营 P 不 可 约 ，j 是 常 返 状态 ， 则 fj 三 1(iE 可 ， 再 用 命题 4.9 的 系 
知 祈 Ay=y， yyE CH) 装具 有 0 解 ，(2) 证 毕 。 

我 们 称 <Py=y，y 汪 0,yE (po 六 为 右 方程 。 加 4 为 ;之 余 阵 ， 
即 入 二 PontE 一 (站), 则 称 放 AAy= yy 这 0， YE C0) 泛 为 j 玫 方程 
引得 


了 4 


条 上任 CLC)， 左 方程 有 非 0 解 ， 
条 人 忻 CRC);，j 右 方程 有 非 0 解 ， 
条 人 竺 CRC7， 右 方 各 在 非 0 解 。 
(IC) CCRCY、(CRO)D) 表 (LOYCCRC}、(CROD) 由 之 赣 。 
定理 4.12。 投 P 太 可 约 ， 风 
{17 (LO) >E= RISCRC), (—iEE), 
C2) (CLC)，(RC); (对 某 个 jE EB) 寺 > (LC)，(RC) 
(对 一 切 jE E)< 寺 >E= R'， 
(3) CCRC) (对 菜 个 jE 也 所 > (RC) (对 一 切 jE) 所 六 也 
=N, 
证 ”由 定理 4.11 及 左 方程 之 通 解 的 形式 即 得 定理 4.,13。 
定理 4,13。 下 列 陈述 等 价 : 
(13 EE 不 是 一 个 常 运 类 ， 
(2) 之 Pyy，y 之 0，yE Cm) 汐 有 非常 向 量 解 ， 
3) <Py<y，y 宇 0 关 有 非常 向 量 解 。 
( 常 向 量 者 ， 即 诸 分 鞍 相 等 之 癌 指 )， 
证 (1) 字 (2》。 先 设 FE 有 滑 过 状态 。 不 芒 令 E= {0，1，2， 
}，0 十 滑 这 状态 。 取 


1 
yo fi 
fi 
Ed 


fn 
由 命题 2.8 有 oo- je 显然 户 (213 不 能 全 是 1 否则 
内 命题 4.9 的 系 得 毛 : = 1， 这 与 0 是 滑 过 状态 矛盾 ?， 而 且 由 乒 ,。 
之 1 知 PY 夺 #5。 总 之 ， 当 E 宵 滑 过 状态 时 ， 
Pyay, YO, YER, Py yD 
有 非常 向 量 解 。 


站 


再 设 E 无 滑 过 状态 ， 由 (1) 成 立 和 至少 舍 两 个 常 运 类 ， 不 芒 
令 Ri，Ri 非 空 ， 取 向 量 y* 满 呈 ，eiy*=ci 守 0，(CiE Ri)，eiy" 
cum0; ERLE), cics, ely’=0, (hEE— (RIUR!) ), 
则 Py*=y"。 故 

Pyey, yO, YE Cm 
有 非常 向 量 解 yr (1) 过 C2) 证 毕 

《2 全 (3)。 部 然 。 

(C3) 过 (1)。 令 E= {0, 1 2, 1…}, P= CB, i, jEE), 
Bo=1, Pos=0, (GFD, Pi- (il icp T= 


liml Se, 六 二 Pon(E 一 {0})= PontE- {077, 则 


nm 人， 


~ ~ 1 科 1 0 

Pi 一 有 in 一 一- 一 
由 命题 4.8(1) 及 (3) 得 《 取 {0]} 为 那儿 的 办， 

lim 记 me, = 了 (之 定义 见 前 ) 
从 而 了 Te, 一 8。 下 面 证 明 ; 9 是 <Py<<y，y 宇 90，ely=1 光 的 最 小 
人 解 。# 是 解 在 (C1) 地 (2) 的 证 明 中 已 证 。 再 证 晤 小 性 ， 若 y 守 9，esy 


=1, yiPy, 则 yy Py 这 ‘Py, 从 而 v>( 玉 也” yy, 
el 


令 h 一 co 用 法 都 引 理 得 y 之 全 y 之 TIe, = 了 ， 最 小 性 证 毕 。 现 在 设 (3) 
成 立 ， 即 奔 在 y>0，y:>Py，y 是 非常 向 量 ， 不 妨 令 ely>eiy, 又 
全 妨 令 et=1>>eiMt 否 则 以 80y 除 此 向 量 )。 由 5 之 最 小 性 知 < 孝 
Vy， 惕 有 fi.o 一 ei9&eiy 之 1， 所 以 E 不 是 一 个 常 返 类 。 定 理 证 毕 。 

定理 4.14。 下 列 陈 述 等 价 ， 

C1》E 有 消 这 状态 

(C2) 之 Pyscy，y 关 0，yE Cm)，Py 冯 y 守 有 解 ， 

(3} Pyscy，y0，Py 丰 y 泡 有 解 。 


# 届 】 二 


证 (1) 二 (2)。( 定 理 4.13 的 (1) 坟 2) 中 已 证 )。 

二" 显然 成 半 。 

C3) 地 C1)。 设 y>Py，y 辣 0，Py*#。 作 

Pp*=diag([l1 +e’y) !, iE EYPdiag([1+ eyI, IEEY, (其 
中 diag(q，iEE) 表 对 角 生 隆 ， 主 对 角 线 上 对 应 于 i 的 元 案 为 4。》 
v=0 
iEE /县 

P"i~diag([l+eiy] !, iE EP(I+Y) 

<diag([L1l+ery] ', iE ENMLT+H)=1, 

由 Pys<y，Py 夺 y 知 上 式 中 等 导 不 能 成 立 ， 赴 

1-P"1>0, 1~P"1*0, 


WeiP'"e,=ei(P')re,, ( 


fl 
所 以 存在 i。 EE 及 正 数 c 使 1 -Pl1 滨 cei,。 因 下 1 字 旋 (PD"(1~ 


P*1) > 驯 (P*yes,。 特 别 地 ， 有 1>elc 立 (Pryrel= 
+ 一 用 


ml 


中 一 卫 二 
cer Pei 一 CD Fl), 所 以 他 PR, 达 0， 即 遍 
v=- rr- ne 


是 滑 过 状态 。 _ 

定理 4.15。 设 已 如 定理 4.13 所 定义 ， 洲 己 是 无 耗损 的， 则 
P 有 常 返 状态 。 

证 E= {0,1, 2， 下 车 1， 2，……: 都 是 P 的 谢 过 状态 ， 则 
> pi 之 c0，(i>1)。 叉 由 也 之 定义 知 P 了 i D1W (i 之 1， 


xz 入 0)， 所 以 1，2，… 都 是 五 的 滑 过 状态 ， 所 以 Te, =0，(Ci>1)， 


1 ， 
从 而 由 户 之 无 耗损 修得 1=T1= 了 ee, = 了 = 让， 


| 


所 以 站 =1， Ci17， 再 用 命题 4.9 的 系 得 站。 =1， 此 即 0 是 沼 返 
状态 。 


8$5. 例 子 


在 这 一 节 中 ， 仍 设 五 臣 可 数 集 ，P= Cn j,i,j EE) 是 EK 上 的 转 
移 阵 ,BO=(pt 1JCE) 是 站 步 苇 移 阵 ， HE=lim ， 六 Po ， 互 = 
NUR=NURIUR =NUCUR YL CUR:). 

本 节 主要 研究 二 类 问题 ? 一 是 ， 当 E 为 有 限 集 时 ，P 之 状态 空 
间 E 及 开 有 何 特性 ， 二 是 当 E 为 可 数 无 穷 集 时 ， 有 各 种 实际 背景 
的 特殊 的 P 的 状态 空间 FE 及 I 的 崇 性 及 的 求法 。 

先 设 E 是 有 限 集 ，P 是 E 上 之 转 荡 降 ， 有 

命题 5,1， 只 "一 路 及 寺中 

证 ”由 3 为 有 限 集 和 五 是 转移 阵 ， 百 用 定理 4.5 开 的 结构 即 得 
命题 5,1。 

命题 5.2。 下 列 二 条 件 等 价 : 

《1) 五 没有 Q 列 ，(2》 上 没有 滑 过 状态 。 

证 由 R'" 一 中 及 定理 4.5 即 得 。 

命 亚 5,3。 下 列 两 条 性 等 价 ，(1) 开行 行 一 样 ， 即 工 = 47x/ 
《22 三 恰 含 一 个 正 类 《8 可 能 非 空 )。 

证 “(1) 之 (2)? 用 显然。(2)7 二 《1), 设 E=RiUN, 医 
N= 还 ， 由 定理 4.5 得 I 行 行 一 样 ， 若 N 三 忆 ， 取 iE N， 由 HH1*=1 
及 命题 4 7 有 fr; 二 1， 故 区 用 定理 4.5 知 了 行 行 一 样 。 

命题 5,4。 下 殉 五 条 件 等 价 ， 

(1) 万 > 全 

C2》 对 任何 i,jE BE， 存 症 正 整 数 n( 可 依赖 i, 门 ， 重 p10 

C03) P 了 是 不 可 约 的 ; 

(4) E=Rt, 


ss 学 了 到 


《5》 了 >>0， 且 开 = 17! 行 行 一 样 。 
证 (7) 全 (2) 给 定 i， ij， 车 B51 一 0 《一切 基 六 13， 刚 本 一 


lim pi 0， 故 (17=>K27。 


《2 一 (3) 由 (2》 得 六 0， (一切 ij BE)， 故 P 不 可 药 。 

(3) 二 (4) 由 命题 5.1 及 定理 3.2 即 得 。 

(4) 一 (5) 由 定理 4.5 即 得 。 

(5) 坟 (1) 显然 。 

命题 5.5.。 下 列 二 条 件 等 价 ， 

C1) 了 不 可 约 且 周期 4= 3 

《2) 存在 正 整 数 M， 鸽 Po >0。 

证 《1)=>(2)。 由 了 不 可 约 及 命题 5.4 敌 刺 ,>0， 由 d=1 知 
lmp2 mi CEB)。 注 意 B 为 有 限 集 可 知 3M， 当 n>M 有 
ps "0, Ct, TE EY. 

《2 全 (1)。 若 P 可 的 ， 或 P 不 可 约 但 所 >1， 由 定理 3.2 及 3 .3 
看 出 无 论 为 何 数 ，P4 总 有 0 元 束 。 

命题 5.6。 设 BE 怡 含 S 个 元 素 ， 则 

《Fi 0 全 存在 正 整数 这 S$， 使 P8 7 08 

(2) 三 0， ij 二 存在 正 整 数 m<S - 1， 使 8 人 0。 

证 ”由 人 第 阵 论 Cayley 定 理 ，P ”可 天 成 I，P,…,P S11 的 线 
性 组 合 和 是 单位 阵 )， 从 而 对 任何 m 守 SS，P “” 亦 也 素 为 1P,*…， 


交 
P "的 线性 组 合 ， 令 P= 这 CaPS?， (n> 和。 若 ixi 且 
i—1 
py 二 人 CP = 2 ,SS~1), 加 ps =0, (一 切 n 宇 1)， 故 Fi] 
= , C2) 得 证 。 由 PT 一 CrP ti 负 ; 若 p13 二 0， 《YY 一 1， 

7+ 四 


2 出 p6 一 0 《一 切 8 之 1)， 从 而 六 :一 0, 故 人 1 得 证 。 
命题 5.7，1 是 P 的 特 入 根 且 对 P 的 任何 特征 要 入 , 虱 有 | 和 | 所 1。 


» A 


Tv 1 


[i] 


证 由 CQ-P)1=0 知 1 是 P 之 特征 根 , 再 设 入 是 P 之 特征 概 ， 
则 有 z ?使 ， xz7CAI- 了 )=0,， xX/ 夺 0，2/ = (2;,1E EE), 


由 和 Tj = 之 zipin (EE) 得 ， 
内 之 15i| 反之 | 相 | 之 pi 之 [| 


故 |x] 安 1。 
命题 5.8 。 H= lim 《1 一 加 《CI 一 和 PP。 
一 一 0 


证 “由 命题 5.7，P 之 任 一 特征 根 之 模 党 不 大 于 1， 所 以 
(GT-xP) 存在 《 当 k<1)， 且 人 一 %P) = Smp', 因为 


Hm DP 
所 以 
lim (1— %) Erp-n 
命题 得 证 . 
例 5.1。 自由 随机 徘徊 , 设 B= 1 0, 圭 上 《Pi 


i,ie E), Dp pp 0 0p) a 
Dj= 人 0 《 当 上 ~ 站 沁 1 或 i= 门 。 
显 和 热 P 是 不 可 约 的 ， 周 期 d=2。 解 
xz/P=z!，( 记 7z' = (zi,iE E)) 得 ， 
(Pim — T= HR ArT = 0, (EE), 
NM 村 
所 以 由 Me= 之 (pizi-gm) 得 |Mel<2 |z|, (41)， 
pp 沁 
因此 ”<2 =21P，27 ET 六 的 通 解 为 ， 
CP mit = 0 (iEE), 
即 是 ， 


本 学 5 


Pr Pop “Pp;. " — Xos (i~>0) 
14:4 


| 
Pp- ip-2P-i 


仿 


出 二 了 api -1 9oG-178-6+1 
之 did2 "i P- iP-2""P-i 让 


有 从 xpP=z 2 ED 的 通 解 的 形式 看 出 ， 

当 5= co 时 ， 左 方程 具有 0 解 ， 故 = 外 

当 6< oo 上 时， 直方 程 有 非 0 解 7 一 (ziEBI， 找 中 zol， 
2 = _ 了 0 局 二 0) wi= Po dir ， 人 0)， 所 


好 1 人 -1 PP-z Pi 
1 i 
了 条 一 -一 -一 
以 1 I B31 网 


考虑 种 三 Ponf 王 一 1 0 F》 为 0 之 余 阵 ， 解 O 者 方程 之 Ay = Jy， 


V0,UE (CN) 山 Ay=y 和 得! (Sy= Gis 03)) 


Pp! 也 1 
1+D 也 pi 
y- arn =( tg) 1, 
令 
HO = 2 + 二 。 b = {1+ + 
1 人 ] 了 Di ), 2 ( _1 


+ …)， 则 由 定理 4.12 有 


coool]ILe)) E> B= RTs 
6G= co，6, = =cof( 即 (Le ), (Re 0) EB- R!,; 
8 ，95: 让 至 少 有 一 个 有 限 ( 冯 (co 拓 六 了 = 及。 


» A 


例 5.2。 DO 处 有 反射 犀 的 随机 徘 币 。 设 8= 10,1,2， 上， 
Pap i, jEE), prodo, pi=po， Foij=0, {>1)， 妆 
i Piss-i=0 Diri=0 Pij=0 GG=7 或 |i-ij >1), 
+b=1 HEE), o>, C1), hd C0), 
显然 P 是 不 可 约 的 。 解 x/ =x/P， {x = (wo ,T1071))， 


即 
an 0 0 .… 
cr rz | je ) 
[1 \o a 0 bas Ol 
和 本 4 上 
得 ， 


bb i 
| 一 2 ro, Ch 人 0), 
Gn ds 


< Bb 1b 
仿 上 二 > 生得 0 -， 加 $< 之 oo <>>(Lc) , 故 
上 
6=co>I= 0 
6<ooH=1, N= (To Ts Ts) 


一 1 bb ib _ 
Tu = Tt 5 四 Cn20), zs=1/(1+0), 


考虑 4= Port 了 一 0 站 为 0 的 余 阵 。 解 0 右 方程 多 y= 
V0，yE OW 记 


二 | tn 
由 Ay 二 y 得 ， ya ~ y=, 《nl — Yn) = b Ha— Un-1) 
1 | 


Ud 


沁 志 61 (2)， 故 把 上 述 各 式 求 和 即 发 现 ， 


s 7 


Co 人 


了 


gs 人 1 二 二 n>1), 
了 


若 令 9 一 (1+ 也 -+ 有 + 则 9< co<>0 右 方程 有 非 0 解 。 
心 


所 巩 
6 oo > = Rt 
d=c0, =o0E>E=RIs 
站 < co < 全 -五 一 人 
例 5.3。 在 0 处 只 有 吸收 屏 的 随 宙 徙 徊 。 设 已 = {0，1:2，…》 
P= {pi jj EE),Do0=1,PDo0i=0, Bil1N; Pi = Pisr1= 
pi Pry=0 ( 当 1=j 或 i 之 DD ,D+ 二 1， pi>0, gd>0,。 
显然 P 是 可 约 的 ，0 是 正 状 态 ， 其 它 都 是 滑 过 状 态 ， 因 此 
五 = (7 454jE EB) 满 是 zoo 二 1 ,No 一 (i 这 1) T=0，(iEEE， 
j 守 1 ， 即 


及 


(DU), 网 网 0 过 册 之 1， 这 1) 六 的 最 小 钥 。 燃 之 得 ， 


Hs = Grn 1 + Bala 1 (R212, Vo 二 IT。 


a 4 


Bid Cyn = #1) = Dts — 2 (P# 润 17， 页 


《gm 1 ~ #1) = 一 二 yi), ‘nn1), 
对 # 从 1 到 8 求 和 得 ， 


四 


Ce- DS 1), (>1), 


ni 


令 8- 1+ 卫 2 29， 则 
《1) 当 8= ce 了 时， 方程 《CD 公有 了 瞧 一 解 


Ho 
y= pa 0),Bfio =0=1,(icE), 


Yo 
《2)》 当 8 一 co 时， 对 (0 的 任 一 解 人 有 0<lim Jy:=1 


+ BL 一 .散人 光 1 一 上， 从 十 4212(1+ 交合 
1 本 站 1 四， 抽 1 8 Dp bE 


(1)。 显 然 


Do ,1 
1 
| |1- 育 
| 人) 
是 《U) 之 解 ， 所 以 8 是 (U》 之 最 小 解 。 放 
五 =(P0)。 


特别 地 ， 车 9 去 三 可， Pi 三 二 站， 则 
C1) P<< 二 时， B=0, H=(10)s 


4 » 


2) p> 六 时 ，II = (# 0?， 


1 
站 
Cg/py? 


例 5.4。 更 新 过 程 ， 设 E={0,1,2,…}】，P=(Cp; j,i,j EE)，, 
Pi 一 全 Pisri—=Piy Pij=O (0 或 irl P20 D>, 
Ptq=l1 (EE), 

显然 了 是 不 可 约 的 。 解 左 方程 ， 发 现 ， 


GD 当 0= 立 pupi…pi<co 时 ， 左 方程 有 非 0 解 z/ = (1， 


DosPnbis"), 故 开 = 工 (一 = 51 2 


《2) 当 9=ce 时 ， 左 方程 只 有 1 解 ， 开 =0。 


考虑 4= Pon(CE 一 10}》， 解 0 右 方程 ， 
Ay=y, y=0, YE Cm 


发 现 ， 当 9= IJ p=0 时 ，0 右 方程 只 有 0 解 ， 当 9>0 时 ，0 右 广 


程 有 非 0 解 。 所 以 ， 
4< co 一 党 旦 一 及 本 
0=00, 0=0—>E=R') 
=co, 0>0—>E=N, 
1i 


直接 计算 可 知 *Ay 一 y，0<<y<<12 的 最 夫 解 是 | 如 2 ) 


=PpiDri's (i1), 所 以 由 命题 4.8 得 f "=1~ a;, (i=1), 
从 而 fro=Po,o TDosfro=do+Dol -oD)=a +Po(l- pp:') 


» 与 日 » 


宇 1 一 Fp. 
| 


例 5.5。 排队 过 程 (一 ) 设 E={0,1,2,*}， P= (pi,s, 
i,jEE) 是 下 列 形状 之 转移 阵 ， 


Ro 0 Rat+Rs + 1 DRi=1, 
i-0 


显然 P 是 不 可 约 的 。 令 KGD = 定名 X(N <1D)，XCD 


[| 


= DD， (| 1)。 解 左 方程 tx!’P 


i~D 


一 2 ，27 2307E (iD 即 等 价 于 解 母 函数 方程 ， 
1 


EL 
TA=IIPA, TZ/0, RIE, A= 外 此 即 


2 


Kehy 
EC) 
XO =z KC | 
M2KCNY 


化 简 之 得 ， 
站 号 了 


天 人) = EO EO 一 和 | <1, 
若 左 方程 有 非 0 解 ,由 上 式 得 知 x 之 0， 豆 由 上 式 得 


一 入 PK) 
211 一 入 at1 XEN >0, 


此 即 iim <1. 反之 若 lim- $3 < 易 证 左 方程 有 非 0 解 x? 


7 — OKC) 
人 ZT 起 = 在 (人 一 -人 
所 以 ， 
GD 当 lm 下.>>1， 有 [=0 
X11 人 


(2 当 Him 名-<1， 有 =1x7， 才 记 IG)=x/4， 刚 


0) =CXO) = 由 CD wz/1=1 得 c=] 


iim 
ji 避 
下 面 研究 状态 空间 已 的 分 类 。 


-如 区 
1 0 
(C1) im a < ,EE=R+, 


:可 区 
Ll 一 = 周 
C2) EA tu dd ]， 考 sy 


出 有 
s S22 # 


所 以 ， 由 定理 4.6 知 六 是 无 耗 报 ， 吾 用 定理 4.15 知 P 有 常 返 状态 ， 
由 于 P 不 可 约 ， 再 注意 (1)， 可 知 这 时 B=R?。 


(3) 车 tim >1, 由 ho>0，; 渤 0， 全 =1 得 知 ( 参 


见 [721 P. 226《 第 一 版 )) 存在 0<a<1l， 熏 Ka)=g。 令 
[4 
[i 
[1 
#= 了 4 # 是 非常 向 量 ， 且 Py 一 wz YY, 所 以 由 定理 4.13 知 


ts 


了 不 是 一 个 常 返 类 ， 而 今 P 不 可 约 ， 所 以 B=N， 
例 5.6。 排队 过 程 ( 二 ) 设 E={0,1,2,"},， P=(piy, +,j 
EB) 是 下 述 形式 的 转移 阵 ， 
oa 0 0 0， 
or Gao 0 0 … 
P=ig, as dr an 0 |, 


Qs dy ds dL do 


Sl Ri ty (i>0)， du>0, 


gs+ ost+ >0, 
显然 ,了 是 不 可 约 的 。 令 A = aN plim 人 人- 
站 二 全 


和 愉 罗 和 


一 > ia; 三 is 
引 理 5.1。 头 卫 不 可 级 ， 且 存在 XY /=(21,1E BY),，2/>0， 
{x,} 有 界 ， 之 本 一 co， 27P<Z7， 则 瑟 无 正 状 态 。 


证 由 x 这 zx/P， 得 < 之 2/( 鞋 写 Pm， 再 用 2' 庆 0， 
{2} 有 界 得 ，z' >x' 了 党 BE 有 正 状态 ， 则 由 P 不 可 约 得 [= lx/ 
行 行 一 样 ， 从 而 2 之 x/Ix' = ( 立 = jz/， 此 为 不 可 能 。 


用 引 理 5.1 来 处 理 例 5.6。 
《1 车 pl， 记 1 = (11…)》 是 1 之 转 丑 ， 有 
1P=(Cp,1,1.% el/, 
所 以 由 引 理 5.1 知 了 无 正 状态 ， 故 了 =0， 
C2) 六 p>I， 则 必 存 在 8，0<9<1l， 人 (的 =0， 从 而 
《1 02 PP=(1,69,02.…?， 此 即 左 方 程 有 非 0 解 ， 故 巨 = 尺 1， 


=1(1,6,0*,…)(1 一 从， 注意 ， 由 于 卫 =lim 袜 Pim 唯一 在 
Py-l 


在 ， 故 8 也 是 唯一 存在 的 。 
考虑 站 =Pon(E 一 {0})， 解 0 石 方程 
Ho Glen 0 0 1» yo 


本 98 Gr Go OD i 
Hs Gs Gs HL to :Hs ’ 
:Wn 
Hl 
Y= y 0, VE (mY. 
2 


a 4 


舍 和 一 [YN 一 站 ， 则 由 Ay=Y, YD, YE Cm) 
得 ， 


Y() =A'Ay= 【全 Ca 


AC), MACOY, NAO), )y, 


| MY OD) =AQIYTO) ~ oo, 
= V0 (1 ， 
亦 即 GDYCOD -SG 所 以 
S 1 Gay 
之 全 下 三 Ca Sama yy! 


《定义 g-1=0，|X <I7。 
显然 ，0 右 方 程 之 任 一 稻 5 都 满足 岂 ; 1 关机 ，(f 这 中。 所 以 ， 若 
0 右 方程 有 非 0 解 g， 则 limy, 存在 且 >0。 故 把 上 式 对 + 工 取 裤 
限 即 得 ， 


Sn 
aa 一 《2 +is + ) 


=lim 5 Ch tN 
=limy': 
是 有 限 正 数 。 因 此 ,车 0 右 方程 月 非 3 解 y， 则 必 有 ao-~ (ce:+as 


+ ">0， 此 有 即 p<1。 所 以 ，p 渤 1 时 ，0 右 方程 只 有 0 解 ， 从 
而 上 无 滑 过 状态 。 前 已 证 明 p>1 一 BE=Ri, 所 以 P=1 一 字 


E=R?。 当 p<1 时 ， 可 证 ， 若 Y= 网， YC =A'y， 


则 8 是 06 右 方 程 的 非 0 解 ， 所 以 ，?< 之 1 一 闻 上 =N，。 总 之 
p>1—>E=Ri, 
p=1—*>E=-R?,; 
PT1=—>B=N, 


9 昌 


鲍 s.7。 交换 过 程 。 设 某 容器 内 之 质点 ， 每 同一 单位 时 间 改 
生 一 次 变化 ， 已 在 其 内 之 基质 点 可 近 离 此 容器 (其 概率 为 9) 也 
可 留 在 其 内 (其 概率 为 p) ,不 在 其 内 之 质点 也 可 进入 其 内 ， 进 入 的 
个 数 服从 参数 为 的 普 哇 松 分布， 名-，&>0}。 假定 各 质点 
之 出 .入 、 留 是 相互 独立 的 。 车 用 5 表 时 刻 # 此 容器 内 之 质点 数 ， 
则 {4,n 之 0} 是 一 个 马尔 可 类 链 , 其 转移 隆 P= (pj，i,j 之 0) 如 
下 


Pi.i =PrE,r1=j | E,=1) 


= YY cip"gi"re-! 人 
7 


m+r-=j ! 
minti, jy 
， him 
一 Cs 恒 img 
之 ?4 (一 TD 


(p>0， 4>0,， P+8=1，%>0,， jj 宕 07)， 此 处 路 败 i 个 元 来 取 澳 
的 组 合 煞 。 
显然 记 10，C,j 宇 00， 所 以 P 是 不 可 约 无 周期 的 。 
站 


解 左 方程 kzy/P=2r ao730iz7E(D3。 态 ls XCs) 


a 
Ss 


i> 0 


8, -eernGps+ro( 


)。 则 z” 是 左 方程 之 解 的 
充 要 条 件 是 ， 


.TD0, Ww ECD, 
Pus) 
HESN = Tr PS= x’ CO 


一 El 人 wps+ oD! 
1 PE" . 


早 号 而 只 


= el Kps+ 9), 


若 令 YC 一 e- 了 XCs)， 则 上 式 即 是 
Ys}=Y(psr oD, CHS), 
再 令 7S) =ps+g， 下 (3) 为 了 的 # 重复 合 阔 数 ， 则 由 上 式 得 ， 
YO) YO = = FOF)). 
显然 当 0<s<1 时 sf 1， 吉 iim 六 (5)=5 在 


在 ， 再 由 P0174=f(0)=0 及 p+4=1 得 0=1。 所 以 
YG 一 lmYCP(s)) =Y(1) =c， 即 是 X(s) =ce*， 因 此 左 方程 
有 非 0 解 ， 所 以 E=Ri。 且 N= mr =e et, 


Ar 
TiS= Drisi=e 2 亦 即 T7 一 (CL 本 
j= 


me 全) fl, (07。 


§6。 位 势 理论 简介 


在 这 一 节 中 ,如 不 志 明 ,E、 P= (pis 4,jEB)、 (9", 
Pn) 的 意义 如 前 ， 再 设 V 人 tY7) 为 定妆 在 互 上 的 全 体 实 值 的 列 ( 行 ) 
南 量 ，VY: = 仿 :h>0， REV+，VY 章 义 类 似 。 

在 84 中 ， 为 了 研究 遍历 性 理论 ,我 们 剖 研 究 过 左 方程 好/ 了 = 
T7 ，27 ，w EE (3? 政 右 方 程 4PVY 一 芒 9036 (>。 在 这 一 
节 中 ， 我 们 将 把 这 类 问题 拓 广 ， 将 研究 所 谓 一 《〈 谐 》 攻 数 及 一 

《 谐 》 测度 问题 。 

定 忱 和,1。 设 P= (pi./，i,jEE) 基准 转移 阵 ，REY+， 替 PH 
<P， 则 称 R 是 一 个 一 向 画 :， 特别 地 ， 若 Ph=h， 则 称 有 是 谐 浮 ， 
更 特别 地 ， 称 P 一 谐 函 有 是 P 一 极端 谐 测 ， 如 果 “gSh，g 是 PP 一 谐 
函 一 六 gr，X 是 实数 ,” 任 取 ew“ ET+， 若 2 /pe , 则 称 9 是 ?一 


四 57 。 


司 测 :特别 地 ,车 ce" 了 =a“ ， 则 称 w7 是 P 一 谐 测 ;更 特别 邮 , 称 P 一 
谐 测 &* 是 P 一 极端 弄 测 ， 如 果 人 /<e"，8 是 了 一 谐 测 一 >>87 = 
jx ，》 是 一 个 实数 .” 在 不 混 话 的 情况 ， 简 记 P 一 盘 阴 为 盘 男 ， 其 
它 类 人 妃 。 启 量 h (ee 人) 对 应 于 1 的 分 量 用 RC C&C 门 ) 表 之 ，。 

注 有 的 著作 中 ， 称 栓 ( 谐 ) 范 为 上 调和 《调和 ) 庙 数 ， 称 部 《 谐 ) 测 
为 过 份 〈 焉 变 ) 测度 。 

定义 6,2。 设 (8，.F，P》 是 概率 空间 ，(，#》 是 可 测 空 
间 ， 久 是 由 到 EB 的 变 搞 { 记 作 X， >B)， 如 果 AE 8 一 字 z 1(A4) 
E 并， 刚 称 式 是 〈 瑟 ，5) 随机 变 氛 。 任 取 AE6， 令 Wx(A4)=PCX 
所 此 )， 风 He( 。 》 是 6 上 的 概率 测 谋 ， 称 之 为 X 的 分 布 ， 记 作 jx= 
PX-!。 匠 = 多 是 实数 空间 ,5 是 .多 中 一 切 波 勒 尔 集 ， 则 简称 
CE，Z)》 随机 变量 为 证 机 变量 ， 这 机 称 

ECX) = [xaP 


冷 玉 的 期 望 ， 医 多 是 的 一 个 子 0 代数 ， 用 ECX1 多 )》 裘 甘 关于 多 的 
条 件 期 理 ， 特 刚 迹 ， 辣 X= 是 4 上 前 示 竹 通 数 (4E .FF)， 即 
CO) 二 1 当 @ 生 和， 反之 Ja 人 8)7 一 0， 则 称 P( 和 | 宅 )s 宇 晤 (14 | 池 ) 为 六 
关于 8 多 的 条 件 颖 率 。 

定义 6.3。 设 〈Q， 无 ，P)》 是 和 概率 空间 ， 下 是 实数 空间 一 个 
子 集 ，{otE 宇 } 是 赤 中 的 一 族 上 上 升 的 子 5 代 数 , 即 .7 ,是 代数 ， 
FTF (te) Hirstss tirty ET > FTF {Ni, te TT} 
是 一 族 随机 变量 ,车 

Qi) 总 美 于 加西 测 ，CtE 和 堵 》3 

iiy EC| XI)<o0, (tE 是) 

《iii ECX,|.F NILN, La.eih) GtET, st), 
则 称 {XX/，F:，tET} 是 一 个 上 拷 , 荐 {一 基 ，F;,t 盛 置 } 是 上 于， 
则 和 欧 { 苹 !， 了 :，tE 置 } 是 半 辑 ， 距 是 上 著 又 是 尝 束 者 称 之 为 蒜 。 

命题 6.1。 设 P 是 转移 阵 ,.CQ'，.F"，X,，0,，P') 是 P 链 。 
EE R00, hE GH), 则 4 是 侠 


s 5 


《 谐 》 逊 的 充 要 条 件 是 ，{fP( 瑟 7)，. 13 时 关于 人" ，.9 
P' 是 上 蒜 ( 蒜 )，(iE EY). 
证 ” 设 ji 是 发 国 ， 任 取 Pm>f2z0， 用 人 .1 及 有 了 POP，(Y3 


0》 可 得 EhCX.)) 一 pp RO) Sh() 之 co 及 


{ 了 (大 JPiCday = P(e 


二， ， 
EE 
-po 上 


i 


=P([ es ]) Don 


i ris, 


<p'(| ny = 上 hCXIP' (dm), 


-mm 


喜 ECRCE,)| FDRCX)， [a,e]，{P!) (EB! 表示 对 松 率 测度 P' 的 
期 望 算 子 》。 记 以 thCXn) 了,， RR 宕 0 是 C00", 了 FF",PDY 上 的 上 蒜 ， 
友之; 若 {h(XD) 9 RR 庆 0 是 C2"，F*"，PY) 上 的 上 扫 , (iE BB)， 
把 EiCACX))| 名 ohCXo) 对 P' 测度 取 凑 望 得 Phshk， 即 4 是 朋 抄 。 


定义 6.4。 设 P 是 准 转 移 阵 , 称 G 三 之 为 P 的 势 核 ,车 hEVY,， 


DEV， h=Gg, 则 称 疡 是 5 的 位 势 ， 是 P 一 势 函 ， 简称 势 函 。 类 似 
地 ， 若 BEVi,G EVI+ 8 we 出 称 8 是 2 的 位 势 ， 是 P 一 
势 测 ,简称 势 测 。t 约 定 20*0=0)。 

定理 6.1。 《分 解 定理 》 设 P 了 为 准 转 移 阵 ， 对 和 任 一 盘 落 了， 异 
存在 队 一 一 对 g，hEV,， 上 是 谐 沙 ， 生 1 = Gg +. 

和 证 ”由 Ps 知人 Pa 站 基 非 升 落 数 《 列 向量 〉》 列 ， 所 以 
limP"f =h>0 存 在 ,再 用 控制 收 仑 定 理 知 Ph= PllimP"/)= limPp""!f 
=h, 破 是 谐 省 。 令 g 二 /~ Pj 衬 0， 网 

自 S90 a 


Gg= ( 立 m Jr-PP= SPU~PD lin -pf) 


=f-h. 
泛 / 还 有 另 一 分 解 j 一 Gg* +h*,h* 是 谐 省 ，G8' 是 势 函 ， 则 
Pr"Gg 十 真一 POg" +h',(n0), 但 是 内 0<<G8 达 oo 得 limP"Gg = 


lim 也 Pg=0，(CGe" 也 一 样 )， 所 以 ="， 从 而 G8=Gg"。 把 
RT 


1-P 左 莱 此 式 两 边 即 得 5=g”。 
系 1I。 设 8EV:，G8BEY+， 则 G8g 是 普 疆 松 方程 
《CI 一 已 7 一 多 ， 是 秽 表 》 


航 晤 小 解 。 

证 显然 Gg 是 解 。 洛 1 基 另 一 解 ， 则 由 定理 6.1 有 f=GCf~ 
PA + limP"f = Gg+limP"/, k=limP"f20, 故 58 是 最 小 解 。 

系 2， (1) 是 一 画 ，gGgETfsGE 一 > /是 势 函 ! 

(2) 了 是 谐 函 ，g5 ,GEEY+ TsGE 一 > 了 一 0。 

证 ”用 定理 6,1， 为 证 系 2 只 贫 证 明 2?、 设 了 是 谐 函 且 7 
Gg， 则 7 = Pof<PrGg， 而 定理 6.1 中 已 证 imP"Gg 一 0， 故 /一 0 


定理 6.47。 设 B 为 淮 转移 阵 ， 桂 何 梧 测 27 均 可 唯一 地 分 解 成 
w=BIG+Y*:， 其 中 B/G 是 势 油 ，Y/ 是 谐 测 。 

证 人 尾 取 iEE，{a!P"e;， 之 1} 是 非 升序 列 ， 获 可 令 Y() 二 
lime’Pre,， 易 证 Y /= CY(i，iEB) 是 谐 测 。 仿 定理 6.1 可 证 定 


理 6.47 。 
定义 6.5、 设 P 是 转移 阵 ， 瑟 = Bi UE:， BEBa:= 小 。 称 BE: 是 


P 的 或 者 对 应 的 P 链 的 ) 必 次 集 ， 如 
P(N D)=%, (EE), (6.1) 


在 不 会 混 消 的 情况 下 ， 简 称 Bs 是 必 离 集 。 
1 


命题 6,2， 设 P 是 转移 隆 ， 令 EC 二 EE,，P。 PonE,，gn(i) 二 
(站 区 上 ， 5 =( 徐 2 )， 则 下 列 陈述 等 价 ， 


(1 上 ;是 必 离 集 ， 

{2) limgn = 0; 

《3) limPs1l= 0 《PE 家 P ;的 m 次 窜 ) 

《42 ¢Pp,g=g,， J<<gel14 内 有 0 解 。 

证 “上 1) 所 (2》 显然 成 立 。 

《327 一 >(3) 用 (1.1) 有 Ps1= 启 ， 苍 C2) 一 这 (3), 

(03) 一 字 (4) 只 须 注意 《Pg=8，0g 所 13 的 尾 一 和 解 均 满 吓 
E=limPg<lim sup Pz1, 

(4) 一 字 (2) 由 于 Peg 一 Bxt1 0 和 8 人 1 8 一 [imgo 古 < 开 28 一 


8，0<8<D2 之 解 ， 大 (4) 一 >(2)， 
命题 65.3。 设 P 是 转移 阵 ， 则 下 列 陈述 等 价 : 
《1 1 是 极端 谐 拥 ， 
(C2) 《PP 一 疡 ， 0<p<s1y 只 有 常数 解 。 
证 ”由 定义 立 得 。 


设 HCE, 令 
有 一 4 
; rn1 nl1) 
pi =P NMI#L? D>, CisjEE),. (6.% 
uD,; = Dp’ £6.3) 


定理 6.2。 设 P 是 转移 阵 ，E =E, JEs，EBl 门 E, 一 由， ;是 必 
离 集 ， 若 


f(D = DD apt, FD ORF DG EELY 《6.4) 


只 有 常数 解 ， 则 
让 而】 « 


¢Ph =h, Ohl 《6.57 
亦 然 。 
证 注意 ， 由 于 Bs 是 必 离 从 ， 故 任 到 i EE， 


Bao = UE Dr (NED 


即 CrpY,! ，i,jEE1》 是 转移 阵 ， 邦 cl 《0<sc<s1)7 是 (6.4) 和 
{6.5) 的 解 ， 设 h 居 {6.5) 的 解 ， 往 证 n=c1, 仿 
E, EE, 


El f/f 
P=E, (全 卫 ，。 ) 下 ， 
Es \ 了 :1 P,.s "2 8 


有 即 基 P,1= (CDi,;， 让 五， jEED, ts,t=1,2),/ —honE, ,B=honE;, 
则 可 证 ， 


(1) 8=H,P,,,f, 其 中 H, = > Pi, 
中 一 内 


(2) f 是 (6.4) 的 解 。 
事实 上 ， 由 


Py Pissf, sf f 
Ee PD) oa) 
得 知 8 是 Ps, ;一 租 汞 ， 故 由 定理 6.1 得 ; 
一 +Bs, Bi =P,,28), JB <l, Bs = Hv, 


由 于 Es 起 必 离 集 ， 扬 以 由 命题 6.2 有 
如 一 Im Pi,s 8, =0, 


Mm 


因此 ，g 一 Hv。 忆 此 代入 P;, 1+P;,29=98 得 
Hv=P,, f+P,, Hu=P,, f+ (H, ~ Dv, 


记 以 0 =P,,,f， 即 是 9=H,P,,,f。 (1) 证 毕 。 
再 证 (2)。 令 9.=0{[;]; k<n, jEE}，(n 之 0), 由 命题 


a G2 


6.1 知 ，{ 有 N04， N20} 是 (9 ，.9，PD 上 的 误 ，CiE EE， 
XxX, 是 Q* 上 的 舟 标 函数 )。 令 r(o) =infin; X,(0) EB, n>1)， 
Y 空 集 前 iny 定 尽 为 +co)， 出 由 已 :是 必 离 集 可 知 


PT< oo0)=1, it E), 6.6) 
显然 ， 
PAX =i)=P(XEE)=P(f (X,Y =h(CX,)) 
= Pi(fCX.I=RCXY)=1, (iEE,), CB.7) 
{rentE Fn (0), (C6.8) 


再 利用 [hCX,)，,，n 之 0 是 拷 可 知 ， 对 iE B, 有 
1D = CNCX)) = | hCXYP'Cdo) + | nCX YP Cd0) 


{re DD} {ro} 


= | NXPKde7y + | pCX PCd0) 
3 人- 


tr- 0 


hECXNPiCdO) 十 | n(x Picdw)y 
TORTGl} {r= 1 
= | hexOP'Cdo) + | nc) PCa0). C6.9) 
人 


了 和 


出 0<R<I 及 6.6) 对 (6.9) 取 极 限 人 >co) 得 ， 
HD=ECACKI) = DROOPIEX.=)D 


i éE: 


1 


= hj) Sr:(N {X, EE}{X,=)}) 


j 二 五 1 


= Df sp i . C6,.10 


此 即 是 《6.4》 的 解 。(2》 得 证 。 由 定理 假设 得 ,1 =c1,， {0ce 
1)， 所 以 


1 cl 
Rh) (mr P,, ci ). 


为 证 定理 ， 只 人 须 证 8H,P,,,1==1。 事 实 上 ， 由 P 是 转移 阵 知 ， 
s 3 * 


人 1 1 

Pi. P,2’'1y 
为 1 的 列 问 量 )， 更 有 

1 =P ltP, 212 =Py' ls +P, ,Ps 11 + Pi 21 


)=( 1 ), 《1 是 定义 在 Bl 上 分 其 省 


1 
= =( BP,, Pl t+Pt ,1,. C6.11) 
m= 


出 E, 是 必 离 集 ， 用 命题 6.2 得 ; 
. lim 了 和 .La = 0. 
因此 ， 在 《6.11) 中 对 8->co 取 极限 得 ， 
HP, ,11=1,, 
定理 证 毕 。 
定理 6.3。 转移 阵 P 的 状态 空间 互 由 一 个 常 返 类 所 构成 的 充 
要 条 件 是 ， 人 全体 盘 函 为 c1 《0<sc) ,自然 ,这 时 全 居 谐 函 也 是 这 些 。 
这 是 定理 4.13 的 复述 。 
定理 6.4。 表 和 转移 阵 P 的 状态 空间 E=NUR=NUCUR,)， 
CN 是 全 体 滑 过 状态 ,RR 是 全 体 常 返 状 态 ,{R.} 是 全 体 不 交 的 常 返 
类 )， 队 而 由 定理 3.2 有 ， 


N KR, R, 
N P, bl Po Pp,, 1 
P= 及 ,10 P， 0 ， (6.17Y 
人 0 2 Wii 
wl 
这 时 全 部 盘 函 为 一 切 下 述 形 式 的 有 h， 
N f 
RR pb, ds bb , ， 
-Rbi| 之 0， ,是非 负 实数 )， .6.18) 
Po f+ DbPo lf, (6.19) 


$s 看 学 提 


把 《6.19) 中 的 不 等 导 搞 成 稀 豆 ， 即 得 全 体 谐 函 。 
证 显 杖 尾 给 一 个 满足 (6.18)、(6.19》 的 nr， 都 是 琢 函 , 今 


性 坂 一 个 盘 图 
N 了 
pi h, ， 
R, | hs 
必 有 
990f + 2 Pos nh, f 
hn 
Ph, =Ph<h=| |， (6.20) 
P,h, h, 
更 有 


和 po, hat, (0 0， (6.21) 
Pi 《Fa 0), 《6 .22》 
由 (6.22) 知 凡 是 P 一 一 了 画 ， 而 PP 的 状态 空间 由 一 个 常 返 类 所 构 
成 ， 因 此 由 定理 6.3 知 fp =b.1 (b, 是 非 负 实数 )，。 

定理 6,5。 设 P 是 转移 阵 ，E =E, LE;，E1 站 Es = 中 , BB; 是 必 
离 混 ,B, 是 基 个 常 返 类 中 的 一 部 份 , 且 存 在 正 整数 路 使 PICr= 忠 
二 4CiEEL)，《{ 芝 ,}、T 的 定 疼 风 定 理 6.2) 风 +Ph=h，0<hs1Y 
以 且 仅 以 el 为 其 解 。 

注 ， 苦 已 :是 一 个 常 返 关 或 是 革 个 周期 为 的 常 返 类 中 的 一 小 循环 子 类 ， 
独 闵 完 理 中 关于 tf 之 条 作成 立 。 

证 令 互 = PionEi,， 由 DB pf = p' (X= =p' (XE 


iEE! iEEL 


,) 1 (iEE,) 知 六 是 转移 阵 。 由 B 是 基 个 常 返 类 中 一 部 分 及 


PICr = Dl (iEB1) MH; 当 i,jEB 有 他 1 二 ce ,pF =0(n 二 


Lk 
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(mode)), 所 了 了 Dp 人 =o0， OEED), Pr=(phn ,djEE), 
点 一 1 


此 即 六 的 状态 空间 Ei 出 一 个 常 返 类 构成 。 用 定理 6.3 知 + 忆 / =/， 
41 所 1 的 全 体 解 是 c1,C0<c<1)。 但 p22 =pi (Xs= 门 =p ;， 
GQ,jEED， 所 以 tf=f，0 志 ff<13 即 是 (6.4)。 用 定理 6.2 即 得 
定理 5.5。 

定理 6.6， 设 转移 阵 P 了 有 常 返 状 态 ， 因 <Ph =h, 0<h<E13 以 且 
仅 区 elC0<c<1) 为 其 解 的 充 要 条 件 是 王 =NUR， 其 中 N 是 全 体 
滑 过 状态 (可 以 是 空 集 )，N 构 成 必 高 集 ，R1 由 一 个 常 返 类 构成 。 

证 充分 性 . 若 N=@， 则 由 定理 6.3 知 《PR =h，0<<h<13 
以 且 仅 以 c1 为 盯 解 ，(0< 才 cE1)。 洲 N 寺 名 ，N 是 必 离 集 , 及 :由 一 
个 常 返 类 构成 ， 则 用 定理 6.5 亦 得 同样 结论 。 

必要 性 . 设 &Ph = 及 0<RP<1y* 以 且 仅 以 c1 为 其 解 (0<ce<1)。 
此 党 理 6.4 知 B: 怡 含 一 个 常 返 类 有 (固定 理 假 没有 常 返 状态 )。 漆 
设 N 挛 必 离 集 ， 则 由 命题 6.2 得 <Ps.of=f，0 太 f<<13 有 非 0 船 /* 
《Po.0 的 定义 见 06,17)》)， 从 而 用 定理 6,4 知 PhR= 有 ,0<hxx13 有 非 
常 函 数 解 


=, (0 )- 


矛盾 ， 故 N 是 必 离 集 。 


7. 转移 阵 的 焉 逆 性 


定义 7.1。 设 E 汶 一 可 数 集 ，P 一 Cpi,y,i,jEE) 是 上 的 一 个 淮 
转移 阵 。 如 果 存 在 一 个 E 上 的 行 向 是 内 = (6 , iE EB) ,满足 4' 宕 0， 
Ri 0， 1<co， 

KipPe i =RiPis Ci,iEEB), {7.1) 
则 说 了 是 吾 道 的 ,《 若 了 为 可 逆 的 转移 阵 ， 亦 说 P 链 或 以 P 为 转移 阵 
的 马尔 可 夫 链 是 可 北 的 )。 这 时 4' 称 汶 P 的 一 个 伴随 行 向 量 ，P 称 


二 


为 美 于 47 是 可 道 的 。 

定理 7.1。 没 P 是 B 上 的 一 个 转移 阵 ， 凡 = C4;，iE EB) 是 E 上 的 
一 个 行 向 量 ，H7 主 0，k' 寺 0，R/1 之 co， 则 下 列 陈 述 等 价 ， 

《1》 了 关于 &/ 是 可 道 的 ， 

(2) PP 关于 4/ 是 可 道 的 (对 一 切 n 字 0)， 


C83》 对 E 上 的 列 向 担 f= (站 p)，9- (8p) 只 要 f>=0,9g>0 
《或 者 sup 1 <o0，sup]@i| <0), 就 有 
这 fi Ps = gi Di (7.2) 


下 后 电 iEB 


C4) 对 满足 (3) 中 条 件 的 fg， 及 满足 mm +H=3+t 的 非 负 整 数 


m,n，8,，t，、 有 
之 Hat Pr fe 之 pH gg) 
PA G57, 《7 了 .3》 


iEE 月 EE 


证 1) 之 (2) 由 于 I 和 P 半 于 4 是 可 道 的 。 对 时 作 时 纳 法 。 
设 P" 关 于 k/ 是 可 道 ，4m&n) 则 
HP = > pik Pay 


二 EE 
一 pe PRY 
是 一 上 
= 全 也 一 由 
让 全 
好 纳 话 完成 。 收 (7) 空 (27。 
《22 汪 (327。 设 522 有 成立 ， 则 
Sn fi P91 > gi 2 filtipiu 


iEE iE jEeE 


= 9D Df 之 此 9 之 了 je 


二 


《3 全 《47。 由于 《37 二 (1) 态 属 显然 ， 再 用 【七 之 627， 若 (3) 
s B67 * 


成 让， 则 PP 芝 0) 关 于 凡是 可 闭 的 。 再 对 严 用 617 字 (3) 有 。 
Dp, 《 > pf > pAOn) 
让 j 拓 思 让 区 


二 Dg Dp Co pr fy) 
55 1eF EE 


= Dug: Spi fs 
是 EE 


些 即 C4) 成 立 。 

(4) 寺 (1)。 显 然 。 

定理 7.2。 若 淮 转 移 阵 关于 4' 是 可 道 的 ， 则 4 是 (了 中 的 非 0 
的 P 一 一 测 ， 特 别 地 ， 若 P 是 转移 阵 ， 则 必 是 (切中 的 非 0 的 了 一 漠 
测 。 

证 令 p/=(p，iEE)， 则 


Hi > 六 ;一 TDs (iEE). 
Fe iaE 


此 即 k! 是 P 一 笃 测 。 特 别 地 ， 荐 P 是 转移 阵 , 则 上 式 中 之 “之 ”应 为 
“= "”， 此 即 凡 是 P 一 谐 测 。 _ 
定理 7.3。 若 准 转移 阵 P 关 于 i 是 可 逆 的 ， 且 lim P= 让 ， 
则 
《1)》 总 关于 凡是 可 赣 的 : 
《2》 对 一 切 非 负 整数 m， ?及 一 忒 有 界 列 向 量 站 和 9， 有 
PA bisfi) {Spr gm Dp g9)= 0, 
i 1 1 ees 二 下 号 


(7 .4 
其 中 四 = (p6 jEBE),， P=(B,,, 1,1€E). 
证 (1) 由 定义 立即 可 得 。 
(2)》 由 定理 7.1(4) 得 ， 


Po 之 LD, 
taus ds ta 


| 


= SPP SP), 


令 f> "2， 并 用 控制 收 伍 定理 即 得 (2)。 
定理 7,.4， 设 P,,*… ,Pn 箔 为 E 上 之 准 转移 阵 , 县 皆 关 于 p!' 是 可 
逆 的 ， 若 
了 :了 了 2 一 了 PPiy 
出 已 PP 关于 凡是 可 道 的 。 
证 令 了 = (pi 让 EBD)， 
反复 利用 可 道 性 的 定义 可 得 : 


Hi 之 ， “ 之 ， 之 Bt i 
一 之 之 .5 此 ;PP up PR 


ji tm-itE 
se Ys 1: m2] 
= 之 之 > Db, 
jEBjsCE 了 本 


[m=1] . Ca 了 - 
"pi ‘PY ,i 


一 2: 7 一 


i 


= 之 > 扣 之 PY fm- 人 Pils. i 


fm fm ji 


PP 


此 即 PP。 ,关于 /是 可 进 的 

定理 7.5。 设 P= (p11，i,jiE BE) 是 一 个 转移 阵 。 

《12 阁 E 没 有 正 状 态 ， 则 每 一 个 P 一 谐 测 42' 篆 恒 等 于 0， 是 FP 
是 不 可 逆 的 ; 

《2) 若 E 恰 有 一 个 正 类 Ri，CNUR' 可 以 非 空 ), 则 P 是 可 道 的 
充 要 条 件 是 

Axlep y= Tr Cl)epy ns (Ci,jE Ri), 

其 中 x 人 1) 如 定理 4.5 中 记 定 义 ，e; 是 E 上 之 列 向 量 ， 对 应 子 i 的 元 
素 为 1 其 它 元 案 为 0。 


» 6 二 


(37》 若 了 = Ri1， 刚 电 是 可 赣 的 充 要 条 伴 是 
Tep;,;= TeD., (i, jEE), 
其 中 本 =lim Fp, 
《47 一 般 地 ，P 是 可 首 的 充 要 条 件 是 ， 存 在 正 实数 *?,， 之 8， 
<ce， 便 
2 (515 yg Sa EDs = C8 ss Sn'*" ECDss (i,itEE), 


(7.5) 
其 中 


N R" R+ RE 
ES 是 BE 上 的 
非 0 行 馈 量 。 
证 (1》 由 (4.11) 立 即 梧 得, 
(2》 由 定理 7.2，P 的 每 一 个 伴随 测 虚 心 都 是 ( 蕊 中 的 非 0 的 己 
一 谐 测 ( 不 变 测 度 )。 因 为 E 怡 有 一 个 正 类 R11， 由 (4.11)， 
HD=H, KECD, hi 03 
的 遂 解 即 ( 中 的 全 部 P 一 谐 测 为 ， 
N R" Rt 
及 =(0, 0, STA(1)), o> 0, (7.6) 
车 P 是 可 道 和 的 ， 则 有 伴随 测度 7 ，E7 必 如 {7.6) 形 式 ， 生 5s1 >0， 
(0, 0, ST (1) ep,; = 0, 0, ST (1) epD; si, {i,jtE), 
特别 地 ， 取 i,iE Ri 有 
xi(lDepisgr 一生 (1)epPrs: i,iE Ri. 
反之 ， 车 上 式 成 立 ， 玫 
N R' Rt+ 
HW" = 0, 90, TC1)), 
则 
beiPiog = heDiss ,jie Ri 


» TO 全 


而 #,f 中 至 少 有 一 个 不 属于 Ri 时 ， 不 站 令 iENUR'， 则 
KiePisi= 0"Disj;= 0, 
若 jE NUR"?， 则 有 #'e;= 侣 ， 
考 jE Ri， 则 有 Djy 4 二 0， 总 之 pejpi,1= 二 0， 这 就 证 明 i,j 中 至 少 有 
一 个 不 属于 Ri 时 亦 有 区 BDI 一 此 ejpi ia 
所 以 
bePis; = "eiDjsis Ci,jEE), 
此 即 了 关于 凡是 可 道 的 。 
《3) 由 (2 及 定理 4.5 立 即 可 得 (3)。 
《4) 车 P 是 可 道 的 ， 由 (1) 知 B 中 必 有 正 状 态 ， 又 因为 全 体悟? 
中 的 非 0 的 P 一 谐 测 必 为 ， 


N R° R+ R+ 
Uy Si ‘= C0, 站 ， SIT (C1), sex C2), 人 


3 着 0，0< 之 5 所 co 每 一 个 伴随 测度 又 必 为 (2 中 的 非 0 的 P 一 玄 


TICS1, S32, 


测 , 记 以 ， 由 了 的 可 道 性 得 知 ， 必 存在 一 个 x/ CS， Sa， 3 
NR? R+ RE 
= 一 〔(0，0，31 开 (1)，32 下 2)，…)， 使 
ESI 3 
对 一 切 ? jiEEB 成 立 ， 此 即 67.5)7 成 立 。 反 之 ， 车 (7.5) 成 立 ， 卫 中 
二 X18，82; 8+; 如 为 卫 的 一 个 伴随 测度 ， 故 ?是 可 道 的 。 
下 面 我 们 站 儿 个 重子， 
例 7.1。 考 碟 例 5.1 中 的 自由 随机 徘徊 ， 即 是 E= {0, 土 1, 土 2， 
7 }, P=CpP9s tjEEY, pin i= Pinti=PiP;>0, 9>0, 
Pi+ 一 1，CiEE)， pi, 一 0( 当 | 站 一 计 志 1)。 令 


三 一 也 i~1 是 0 吕 -1 
2( Ce + PD-iP-2°"*DP-i ) 


i 


» 


ss 71 " 


,= Pet y+ PP! 
2 Qt+e: CO 
在 本 5 .1 中 已 证 ， 

《1T3 = co = 0 

(2) < oo0€->E wR, 


(3) <> = 本 
其 中 x/ = (Ct,iEE) 蚌 一 行 问 量 ，7s 一 1 一 Popl…D-1A9192 
8 C0, T= 0 10t dP PP 03 

《47 入 一 日 | =0,= co < 全 已 一 只 1 

《5) 9:，9s 中 至 少 有 一 个 有 限 <> 了 = N。 应 用 定理 7.5， 我 
们 有 ， 

(6) 6=00 拟 光 开 =1=- 六 王 是 不 可 道 的 

(7) 8< ce，P 是 可 遂 的 充 要 条 件 是 

Ti = TDists l,iEE=RI. 《7.7) 
但 是 ， 当 上 一 让 六 1 暑 芳 虽 一 有 =0， 所 以 (7.7 对 下 一 计 关 1 总 成 
立 。 但 当 上 -站 =1 时 ， 经 过 简单 计算 发 现 47.72? 亢 成 立 。 所 玉 , 当 
0<oo 时 ， 卫 是 可 省 的。 

例 7.2， 考 虑 例 5.2 中 的 在 0 好 有 反射 屏 的 随机 秤 徊 。 妇 是 歼 
={0, 1, 2, -7}, P= (ps, jEE), Paso—ao, pol 一 Doy 
Posj=0,0 1), Bis-s = Gis Pisiri= 8 Pisj; = Cio}| 志 1), 
0 I) > + 二 1，(iEE), 令 


1 
177， 


d= 5 ET 9= 人 Dds 


dn nO 


经 过 计算 可 得 ， 
(1) 5<co 后 >F=R1< 之 PP 是 可 逆 的 
(2) 6= co，8 一 oo 所 之 一 RI==>P 是 不 可 省 欧 ， 
(9) 8 之 c0 拓 全 互 =N 一 PP 是 不 可 闭 的 。 
倒 7.3。 考 号 钢 5.3 中 在 0 处 具有 吸收 屏 的 随机 徘徊 ， 即 是 互 


a 了 富 


r=1 


= {0, 1,.2,."}, P= (Cp.1,i,i EE), Poso =1,Pn,j= 0, (i>1)， 
Diyii Hy Pinir+1i— Dis 下 Cimil linml) ,n+ =1, 
Pi>0， gi>0，(i 守 1), 令 


二 1 9 
8 “之 Dips? 
例 5.3 中 已 证 ， 
(C1) 五 = 六 URiI， 太 一 人 2，…}， 下 1 一 {013 
R+ N 


(3) 8<co 一 > 可 = .9 )， 其 中 


应 用 定理 ?.5， 可 证 P 是 可 首 的 充 枚 条 件 是 ; 
CC1328iDD 一 T 1)eipiyi i,it Ri, 
而 今 民 1 一 {t0}，T 12?=1，posos=1。 所 以 是 可 道 的 。 
例 7.4。 考 虑 语 5 .4 中 的 更 新 过 程 。 即 是 B={0，1, 2，…}， 
P={p iEEY, Po, Pisiti DDisj>=0 ORjaei+ 
1), PO, i>0, + 三 1，({iEE》, 令 


0= 之 pipl…p，9= TIP,, 
mb n=-0 
例 5.4 中 已 经 证 明 ， 
1 


C1) Cme>E=RI< > lr, 


其 中 开 一 《T0 Ty fo = I NBD Ds Ch1)s 


站 .了 了 和 和 


{2) 全 一 cp， 日 = 0 < > 瑟 一 R 一 汶 卫 一 由 
(3) 6= cc， 的 >0 志 3 间 = 人 一 并 =0. 
当 3s< co 时， 是 可 道 的 充 要 条 件 是 
TDPivts Ci,itE), 
但 是 
KopPosi 一 Du FPG! =AiDi.os 
所 以 此 时 了 是 不 可 逆 的 。 而 当 6 = ce 时 ， 忆 无 正 状 态 , 这 时 P 永 为 不 
可 黎 的 ， 总 之 ，P 恒 为 不 可 道 。 
例 ?.5. 考虑 例 5 .7 的 交换 过 程 。 即 是 E=10,，1,，2,，…},， 
一 【Pi yi i,jt BE), 
miati;:ly jm 
Pisi= 之 Cip"ai-"e™ yr 
>>0，p>>0，9>0，p+g=1，C 是 i 个 元 素 中 到 天 个 的 组 人 台数。 
例 5.7 让 已 经 证 明 ， 
(ly E=Ri, HH=1x, R=(x0, Ky Tay 1)) 
i 


Te 20). 


国 此 ，? 是 可 道 的 充 要 条 件 是 


Rabisi = Khjsiy Ci, je0), 


但 是 
入 # 
1 (二 ) mrti, jy 
一 了 如 。 _ _ 和 m 
FE j Ev 了 一 一 二 他 LL mg 1 
iDisi it 之 "bd 0 -my 


1 mL y》 (5) 
pg- 41+ > MC CF myn 


m= 


Pp 

inti,j) (#5) 
oii+ti ij-m 了 

eititi) DY A Mm 


[i | 


贡 


关于 jij， 1 是 对 称 的 ， 所 以 
TDisi TD Ci, jE EE). 
因此 P 是 可 道 的 。 
例 7.6。 考 碟 例 5.5 中 的 排队 过 程 ( 一 )， 即 是 下 ={10，1，2， 
(PE 


ER 所 启 ， ks 
ER, RI Rk ks 
P=| 0 Ry Rk k, 
0 0 kA 


Ro >0, Rot ks + >0, p> 二 1， 


KO)= SY hh, 《| 去 1)， 


= 


例 5 .5 已 证 ， 
1) 1 1 im EO lS>E=R+, 
《22 Gm) 一 1 和 寺 字 EFE= 有 RI 一 > 了 不 可 浇 ， 


于 二 了 


,OKC 
C3) lm ) >1<-> 巨 =N 一 >P 不 可 着。 
在 傅 况 (1 下 ， 


一 - 一 
HUH=I1X’, X=(Cx0, Ti 0) 


I 《7) 一 Sr, CA | 1), 


— YK 
n 0 = ED, dn, 
性 一 二 一 lim E02 > 0 


旭 FF 和 


因为 8 + Rs ++ 一 之 0， 所 以 在 在 一 个 刀 >>0，C 宕 2)， 

因此 Xoho ,i = CCRT>0, 

但 是 ripj,。=0。 所 以 在 情况 (1? 下 ， 了 是 不 可 道 的 。 总 之 ，P 广 为 
不 可 道 。 


§ 383。 马尔 可 夫 链 的 泛 子 的 极限 分 布 


在 这 一 节 中 ， 恒 设 {XX,， n 宕 9} 是 概率 空间 C， 7 ， P) 上 的 
一 个 时 齐 的 可 数 状 态 的 马尔 可 去 链 ， 其 状态 空间 E =RIi 由 一 个 正 
类 所 构成 ， 其 转移 阵 为 P= (Cp;,j， i,i EE), 再 设 f 是 定义 在 E 上 


的 一 个 实 值 函数 ,yy， 一 所 并 DS, -Sw R=0, 1l, 2 '** 。 出 于 


E=R1， 所 以 ， 任 取 iEE，1{X,， n 过 0} 无穷 多 次 处 于 状态 ; 的 要 
率 为 1。 现 此 除去 一 个 只 中 的 零 概 率 集 相 ， 对 每 一 个 @E 吕 ~-A, 序 
列 { 瑟 (oo7，? 关 0 乓 有 无 穷 多 项 为 t 不 失 普 通 性 ， 可 设 对 每 一 个 
Q 忆 {0)}，n 宇 0} 均 含 一 个 但 为 i 的 子 序列 ， 令 此 子 序列 为 ， 
二 12， 此 即 T Ci， 是 {XX.C0)，n 守 0} 
第 ?次 处 于 状态 ;的 时 刻 ， 显 然 ， 
Ti mT i WIT Oe WEN, iEE, 
limr (FD) = Co, DEN, itE, 
简 记 Tr， Gi,， ,为 r， ( 划 。 青 令 
Di TD -TD, 
Ka 六 是 由 不 等 式 
Fn, CD ERTT i 11 C02, CH 1), 《8.1> 
所 确定 的 唯一 的 非 灸 整 值 随机 变量 。( 显 然 ，T, (CD pi，TCa 站 
都 是 随机 变量 。》 让 于 本 节 均 考虑 E 中 一 个 国定 状态 和 所 以 有 
时 把 i 哮 去 不 写 ， 而 把 7,( 认 ,PpP，( 让 ,IK 简写 成 7. ,Po stn), 令 


Tv 下 工 二 上 


Y= 了 Hs (8,2) 
1 


s FE * 


WA TN 1 


二 TY 


则 


有 T=1 fn TI i = 
5S,= y= 之 V+ 之 ~ > Vis 
jij—y 二 一 站 二 工 
车 令 
T1 一 卫 Titny+1 一 工 
= Sy Yn) = > Viy 
1-u+1l 
则 有 
四 
号 一 YY 二 SY,~ Yn), 《8 .37 
+ 一 了 . 


再 设 ECY,) 存 着。 Sh=ECY,)/ECD,), 
F=f~n, z=fX)) = 


Tr+ri™l Tp41™1 


1 
ZZ, 一 之 jy U,= > 1z,)， 
jry or 
叫 有 
TI 三 1 try Tny+ 1 一 


。 一 了 一 tL > 2: 


rel icn+1l 


记 作 i 
=Zi+ YZ, -Zn), (8.4) 


下 设 ECU?)<co, 0<0 =Var(2Z,) = EZ 《其 中 Varcz,) 三 
E(Z3) ~ BE(Z,) 表 Z, 的 方差)。 令 B=T.0° ,其 中 Ti 二 Two = (i,j 
j,iE EE) 是 P 的 遍历 极 跟 ， 因 为 = 二 Ri， 从 而 x 这 0。 再 令 


sim = A W, 一半 ， 《8 ,5) 


由 [13 P.78 定 理 3 得 知 {WW,，VY 安 直 是 相互 独立 相同 分 布 的 随机 变 
量 序 列 ， 而 了 HECW,) =0，VarCW 3 =1。 对 任意 正 整 数 R,r， 及 
正 数 上 ， 令 


7 


Q,= OW,, QiD)= DW. /DL, (3.6) 
F =- 卫 -1 
加 zfto)，mtko) 是 定义 在 0 上 上 的 非 负 绪 值 函 数 ，4，，A，， 


… 为 8 中 一 族 子 集 ，n<<m， 则 定义 | ) 4 为 ,ok U 4; > 对 一 


切 WO 所 1 雪人 (9)， 有 ao 和 4，, 仿 之 可 定义 门 4,， 


定义 8.1。， 念 
C=TECt1ECt 是 定 兴 在 [0,1 上 的 实 信 连续 畏 数 ,2507= 0)， 
党 是 使 一 切 CfEL9，1]) 为 可 测 的 9 代数 ， 其 中 (5) = 
ELt) 是 5 的 坐标 函数 ， 
W 是 条 上 前 由 下 列 关 系 确 定 的 肯 字 测度 ， 对 任何 正 整 煞 岂 ， 
性 条 0 = 二 太 和 帮 后 态 1， 任 何 一 维 波 勘 尔 集合 及,, A,， 
“ey A 布 _ 
本 (一 下 人 全 站 


刘 本 --”” - fn 
j= 1 


4 
称 (C， 交 ， 了 ?为 维 纳 测度 空间 ， 了 为 维 纳 测度 。 
i 
定理 8.1. 令 Ri= | j=1,2,,k, KK=1, 2, 


和 1， 若 f=0， 

Nis 车 1E js j=1,… 1, 

&{ 门 是 定义 让 [0,1] 上 的 有 界 实 什 } 
函数 ， 且 除了 有 限 个 跳 牙 点 以 外 均 连 续 ， 
在 区 中 定 尺 距 遍 9， Ol81,82)= EUp 61(DD -62C0)1, 念 多 是 由 


Walt his sb) = 


x={(D| 


* 了 加 + 


了 距离 6 所 产 年 的 攻 扑 ，. 零 * 是 折 扑 o 代数 , 即 是 由 全 体 开 人 梨 所 产生 
的 54 代数， 和 王 是 有 可 测 据 扑 空间 (《 开 ,多 ，. 乱 丫 。 设 CicCCCC 之 定 尺 
所 定 党 8 .0D ，WCCL) 二 1，FCE) 是 定义 在 关上 的 泛 前， 且 对 
多 招 趟 来 说 在 C， 上 上 连续， 对 .多 * 来 说 可 测 ， 则 

lim PCPCUACTS SY OM, ms SAM) LN) 


—W(FCE) < Nh) (C8.7) 
在 到 {FC(5) 之 和) 的 任 一 连续 点 和 上 成 立 ， 
此 定理 的 证 明 较 长 ， 须 要 一 系列 引 理 。 
可 殖 8.1、 令 为 网 定 正 整数 ， 中 所 Bi 为 固定 实数 ，Ci =1， 


2 


下 太太 于 < 的 最 大 小数 ， 
A:={0l0€EQ, gO mE, Wreni,i= 
1，, + ke} 


A 0E Q, a SOI B, Ws Lrem, 
j=1,"",k}, 

A Ca ={0l0E 0, e001 mb), 

A ={E|EEC, oe EB), ET j=1,.,k}, 


划 
lim PC(Ai) =lin POA =WCA). C8.8) 
证 “在 [47] 中 ， 我 们 已 经 证 明了 ， 
lim PCA,) =WCA), (8.9) 


《因为 Hm 1(r)/,=zi>0,[a,e] 对 P)。 用 叶 果 洛 夫 定理 得 知 :对 


任何 给 定 的 之 0， (不妨 令 e<- 取 ) 窑 在 正 整 数 k, 及 QiE 7， 
PCQ.) 六 1 一 8， 使 
TD -|<e ?9 (Er 之 ko). C8.10) 


* FO 


令 一 W4280y， 训 ; = 而 -2enj~1， 则 由 (8.10) 可 得 


站 
oiAscoi| 门 站 A CH Br) 
:~2 1 


fn + 


个 A rry (a1,8,) | 
r= 么 ， 


lm}; tw je )] 


让 
co | 门 yr Ci, Bj? 


jij- r=tn j= 


[nt 3] 


.in Ca1s8.) | 


TI 1 


Ca, Ia 门 Ts Car Bs) 


= ti 一 1 (r+ ] 十 工 


A Ca 81) | C8.11) 


LR 


Ji = 一 [Pi 一 BJN 一 Li + 8) +1, 

Kk =[k, Crt+ el+1, 
六 注意 NM};， 且 取 # 沁 0 充分 小 ， 当 # 充分 大 时 有 Ni>>Mji_ 1， 
再 令 

BC = {ol0€ 0, [OAD)) ~- O08, ,C0)1<6), 


(N_i<M,, j=2,. ,ky, 
co 0) ={0loE 0, | QO!) ~ OF, Cm))| 6), 
《Ni<stss 风 hi 二， 

DPA = {0 oe9, 1100700) - Qaim) | <G]， 


(lf KY), 
则 由 C8,11》 得 


s BO = 


DA CD, Gdy UU 


[n ] 【用 0] 


uoicm5[ 站 AYin.s (a15 81) 


- FeLi 1 


[Hl = 


站 Ty Cl ,8 1 


t+-—[Rotm ; +2)1+ 1 


其 中 
ph Mi-l Mi . 
GO = 站 有 BN ci oo) 
jry t 


Nil roNi 


有 


一 -一 
门 cr NN pe 


ET 


Gmed) 表 G (0) 的 补 集 。 


所 以 
由 | 
QACA GO) US :人 NN 
-1 35 ， 
各 《oj 一 0 有 iTG)。 C8.12) 
但 是 ， 由 (C8.10) 得 ， 当 nw 宇 k。，wEB, 时 有 
Nj (0) < M), C=1,"",E), 
所 以 ， 当 n 宕 ks 时 由 (8.127 可 得 


QACAG™ UD 0 | 


jj:t {ogi—0,B,+0) 
= QC UN, 六， ， C8.13) 
其 中 
A = {a 00 Bi +6, 


J 


i 和 
ni j=1,.,k}, 


所 以 ， 当 nk 时 有 
PAAIAIEPIAGMOI TF PC 入， 8.14) 


当 R 守 Ko，@E 和 ,上 时， 由 (8.10) 有 


但 是 ， 
LO DN ~ £), 


PAG OY) 


各 
< > Pimax 
i -2 Nit 
“CAN; ~ 2)) | 6) 


[Qi mi ~ 2) Oa, 


是 
+ 之 Plmax ETCREE ~ 2)) 
jrl i j 


-Q% (nm -8)) 0) 
+ Pimax| Qi ner ~ ee) — Qn -e120). 


利 月 每 尔 莫 付 洛 夫 不 等 式 有 


:Mi— NDVAar{ 一 一 -一 一 
PCRG™ (0) 2 DD — ee ) 


1-1 


一 W, 
+ KK Var (rer 


记 
1 
2 Ame tr 2) (er sor) 


天 (4KE + 8)K+ KE 
(Ti 一 人 < TD ‘8.15) 


所 以 ， 以 48.157 代 入 (8.14) 并 注意 PC >1-e 可 得 


(8.16) 


. 机 Cine + 8Yk+k 
Pp Pe; ne 
CA et bn.s )+ Hn; - £2 


s 2 ， 


但 是 ， 由 [47] 定 理 2.1 存 
lim POA,s ) = 了 (As 


ee 


其 中 
和 “= 人 E|EEC， Ui OE EB + d， + ET t=1, 


3 
所 以 

limsup RAVSet WA D+ ( we 

日 -om EG: 
C8.17) 

而 lim WEOA) = WOA), 
所 以 ， 在 (8.17) 中 先 令 一 0， 次 令 50 部 得 

limsup PIADEWCA), (8.18) 


仿 (8.,11)，n 汪 ks, 时 有 


Ry 
nxX,= 0, 门 门 A (a;P,) 


ri-1 Ti-1+1 


cA, 站 站 总 Joe T (ai; ) 站 及 1 《el Bi) 


了 -1+1 Li 


[Ri Hm 十 5] 


2, 月 站 Arc rm 


i Fo ti +1 


CRF RN 4)] 


” 门 lion CPB) 


Tt kt 1+1 


* IN En A te 
生 
CQ 门 门 i, rn 0,8,) NN 
Hp Fon it Fd 
二 EE EE 


» B33 


《8 ， 197 


[Oni 一 中 9] 


各 Tray B12, 


一 Korfsi 一 可 :十 荆 


元 | 
了 一 已 Ee t+1, 


WN:<M?, 且 取 # 半 0 充分 小 ， 当 区 充分 大 后 总 有 Ni>Mi_is 
《8.19) 可 化 为 
E Ny 
DA CCA, 门 门 cicn Co 8 站 
= 


l= 
* 


NW: 
全 Tenrtr Ca, BY), 


re 


心 


Bi (0) = {ooE 2, IQ ~ QE (1m)) | <0), 


(NT 1=2, rs Ky, 


CD ={00E n,n)) -08 (Ln) 1 <0), 


(N/ st MM! i=1, wi ky), 
De) = {olo€ 0, IQI -QU < 


A Mi! » yo 
am)= | 站 2 Cel (Co) 
Li-s i 1 1 了 


ke 
MN Pe | 
+=1 


则 仿 C8.13) 有 有 
DNATAG THOU 


» 94 


让 
年 Ni NL 


Un, 门 门 入 Treory Ca BI 门 A ai 有 


[i rmky 
"Hl 


EGG)] 


未 a 
COOGANU AQ, 站 门 和 Toorr Ca ~ 0, Bi +0) 


To1 Yi-+1 
也 信人 ) U DAD, 
其 中 | 
?1 ={0|mE Qa — HQ Cn) DB t+, 


所 以 ， 车 注意 PCQ1) >1 一 e 则 得 
PAE PCN, y+ PCO GNCO0)) 


Ri rap, | 
一 1 ,Kk [可 


P(A 人 人 122P(X -se 一 一 PC Gd))., 
所 以 ， 由 (C8. 9 有， 
limintPCOA WN) — ee-limsupPeAd) FY ), 


(8.20) 
完全 仿照 (8.15) 可 和 估计 
lim lim lrm supP(Q ee) =0. 


#0 EO 


所 以 ， 在 (8.20) 中 先 令 8 一 0 次 令 和 -0， 并 注意 

Tim 全 (人 -一 WA 
则 可 得 

lim inf POA WCA), {8.21) 
由 C8.18) 及 (8.21) 立 即 得 引 理 8.1。 


引 理 8.2 《〈1》 对 任何 e>0， 均 有 


< | 26) =0, C8.22) 


limP ( max 


[i 1 


和 办 让 


C2 lim Zi/ w=0, La,e.1CP), (8.23) 


itryt1™ 1 
其 中 Zr0D= .所定 多 。 


j=r+l 


证 《1) 因为 Tw 夺 r， 所 以 


TY 二 二 Ttrit1™! 
lIZWIE DD va > | 二 Von 
了 一 十 上 了 一 1 
但 是 0 区 ssr， 记 以 
ZrY Cr, 
? (mox, | TE | >e)<P (mex | | >9) 


< P{ ma | = | >:), 


iron 
而 {U.，t>>1} 是 相互 独立 相同 分 布 的 随机 变量 序列 《证 明 可 参看 
[ilJP,78)， 此 外 ， 我 们 还 假定 了 EC 和 <ce， 所 以 ， 南 


P( a < >>ej<n PU ev 人 


< | UsdP 
了 关 sw 


可 香 51)。 
至 于 (2) 的 证 明 ， 可 网 [1]S14。 
引 理 8.,3。 设 SI CN) = (5, 一 Jr)/v NB 如 (8.,5) 所 定 闵 ， 再 令 
A ={0|0EQ, oI EB Ri Lrensy j=1y 
‘1 ky, 
则 有 
limPCOA: Y= WCA), CB.24) 


证 由 C8.4)、，、(8,5) 有 
PXT 


SC )= Zi+ SZ, ~2r(r)) 
r= 


# BE。 


Ti TV, 


=- A 27 +{( VE Ev /10m) 


pr FU CE 
TnB {2 2 (Ot Ya Qf nm)y 


-Ve (VE (Zt ~ ZY + QTncln)) ). 


令 
YiCGo =, 0 (Zt ZO + QT nC), 
A ={0l0E nD, a Vt? Cn) EB,, ni 
j=1, ,kk}, 
由 南 引 理 8 .2 得 知 (注意 5 全 La.t.]) 
所 以 车 令 
= i Fa 
oo = fo [oen, VTS ,12 20 >el, 


则 有 ， 
A CA UA TQ.Ce) 
CO LU a) -ELODIEB; TB pir ， 
j= 1, er KK]。 
因此 ， 由 引 理 8.1 有 ， 
lim sup PCA YEW(CAN), 


令 E*0 即 得 
lim sup PCA EW NY, 


LE 


优 之 可 证 
limint POA ZTCAN)。 


四 于 


7 


因此 ， 


lim POAS")= WAY, £8.25) 
又 SG0D = Yi Vin), 


im /lm 
lmyie 1 Le,e.j, 
所 以 ， 对 任何 e 沁 0，">0， 均 存在 0,9，PCQ,)>1 加 及 也 
《不 依赖 @) 使 


max 让 3 ， 1~ on,0l)<min 二 el, 


(hos 咖 稳 品 0)， 


其 中 
= Tn /nr D=mazr{la|, », lal, |8,|, 
|B 1}, 
因此 ， 


MAACAI'AQN D, 
={m|oEn, Cd on VCH) EB ,, 部， 一 1, 
"yy KN, U2,, 
但 是 ， 当 4 之 no 时 ， 任 取 2E€ Qunioloc8o <d yi:0D<cp )， 
必 有 


工 二 Spa | 


oo)<ViGoo)dGn 0)+ | Bn | SGC, OV; 


Co) |<8 + min 二 , ejp<p, +， 


仿 之 可 证 ; 


ViCn,0) PV? ,0)00n,0) ~ | | 


Benay | (dcr, oY Vn, w) | 


> — Min 局， sfP>>w £2, 


® BE = 


所 以 ， 534 时 有 
:COU {oloEn, a ~ eV :Cn) Bp, + Es Mir 
Sn jl, 2 kG YA, 
而 出 £8.25) 有 
limP (CAS = WON )., 
所 以 
lim sup PCAL EWC ON ) +B, 《3 .267 


可 -= 


仿 E 一 0 即 得 ， 
lim sup POA DSS 人 人)。 {8.27) 


和 


伪 之 可 证 
lim inf P(A >WCA), 《8 ,28》 


[| 一 二 


由 C8.27)、C8.28) 即 得 引 理 8.3。 

十 理 8,4。 令 

再, 一 {0|2EN, gu tt SIH ss SB teEls 
j=1,°, kK, }, 

ps Ca) =, Sup WaltySICR), ,S51)), f=1,°" ,kK, 


Ga) = inf w, (ts SICHY, 1 SIH)), j=1,." KE, 
teip,i 


Pité) = Sup ECt), ei 人) = inf ECt， EC.j=1， "ke, 
te Ei 上 和 |] 


则 有 
limP(H,.) =W(Cs), (C8.29) 


好 是 
lim | XrCpY’, ws ps i 1 Pa) 
sg 


= 和 GPa is es WOE), (8.30) 


。89 。 


其 中 T= {Ch yh | = ooh Che, 1=1,.", K}, 
Xr 代 表 T 上 的 示 性 函数 ， 即 XrGhy =1 当 NET,， Xreh) =0 当 和 EL。 

B= {lmEN, CIT EB Ni Tlie j=, ,Kk}, 

PD; = {ooE RN, a— ns: (MP tN it licny, 
j=1,",K}, 

Pin= iw|6E nN, max{|lB; riC0 Ss ,+a(m)|, 

1S: C0) -5 D1 j=1…， 了 守 从 ， 

风 | 

A CDCCEE UP NE; ) 

COP;, A, (C8.31) 

其 中 
Ain= {OOE Qe NES NR) 三 3 tH RI in, j=1, Kk}, 
及 因为 hk 是 国定 的 ， 所 以 4 充分 大 时 有 : 

ore ugitas sa jp 32) 
所 以 ， 若 令 


Cini 
了 外 = 人 (J Th)， 


elti—1IN/AiT 


则 当 # 充 分 大 时 ， 由 WCf， 入， ，%。》 的 定义 有 . 


让 
H.= { {asus ty ST es Si) EB tE LT,, 1} 
i-1 . . 


征 
= {ew ty STO ,ees SI) EB;, 1E TN}N 


了 一 工 


此 


MN {eu Ct SICm), ,SECn)) PI, 


了 


[irAkl 
ft (J I 


Ein + 


* 90 & 


， 
= {orm C851 Cm), SGD)<8 1E TY} NN 


点 


f\ ‘ws; mB, CO ~ Dn/ky +2iCin/k)) 


i—1 


入 
= {eu (ty SICm), +, SiCn)) Bi, 


tET 人 ND, C8.33) 
但 是 ,nt 充分 太后 有 
TH CT Uti nr CB.34) 


所 以 
上 
MN {fas ty SIm), 7 Si CR BG, 1ET YI 
上 一 上 


上 
{au dy SG， 2008 


i=1 


tETs i nti larin/nti} 
= {eS: ,rn) Pi, os: , EB, (8.35) 
因此 ， 由 (8.33》 及 (8.35) 有 


亚 ; 二 也 ,二 (下 到 ;站 名 充分 太 )， 


所 以 
(BU PIPDH, UV Pa. (8.36) 


但 是 ， 
POPS A) Plmaxls:, +1Cn) ~ 8, ,+2 C0) | > 


+P Cmax [Si ,+1 Ch) ~ Si ,C1) 23) 
而 PP Cmax [5 ,, C1) 一 SiC) | 
=P(max|y, #1 ~ Hi nnB), 
了] 必 


ss 91 « 


D., = > |z;1 = 之 [yi ~ Te Te 


了 世 


TECnY+ 工 包工 


ip 一 上 站 | < > jg 一 有 一 Vio, 


j riten] 
因此 ， 仿 引 理 8.2 有 ， 
PCmax|S3 Ja SC9] [> 


ij 


< P Cmax Uj + RB) 


1 二] 


xP Cmax U,V/nB >0, (Gn o0), 


1 区 r 志 二 14 
所 以 
limP(OE: .) = 0, (8,37) 


nn 


由 C8.37)、(8.31》 及 引 理 8.3 得 乞 
WO =LimPA "J <iliminf PK 


<limsup PP( 中 <clinpA2 7 + limPO: 


WA), (8.38) 
在 (8.38) 中 令 n->0 并 注意 limW C4.) 二 WCA》 则 得 
limPp(®P) = WAY), (8.39) 


由 (8.36)、(8.37)、(8.39》 得 ; 
WA limsup POH Dlim inf PCH, > WCA_ NY), 


(8.40) 
在 《8.40) 中 令 "->0 即 得 
im PCH) =W(CAY, (8.41) 


LE 


引 理 8.4 得 证 . 
引 理 8.5。 若 F(E) 是 定 愉 在 藉 上 的 有 界 泛 函 ， 而 且 对 多 拓扑 
来 说 在 Cl 上 连续 ， 对 多 * 可 测 ，CLCOCX,WCCI2==1， 则 


* 9 * 


Hm|IF(u, CE Sn JTJTPCEDD) 
用 "so 


=|rc was). 


证 从 引 理 8,4 中 (8,30》 出 发 ,可 以 证 明 ， 若 fh sh 4) 
是 2k 维 波 甚 尔 可 测 函 煌 ， 而 且 有 界 ,在 任何 2k 维 区 间 上 歼 曼 可 积 ， 
则 
lim |fCp7°,.， pe qe), gi" IPCdO) 


= fp， Pak @ sq W CAE), (8.42) 
[ 守 


《 详 二 C47) 定理 2.3)。 
叉 因 为 对 任何 一 个 满足 引 理 8.5 中 和 铭 条件 的 FCE) 来 说 ， 对 性 
何 E 计 DD， 都 存在 关上 的 有 界 泛 函 了 FS)， 使 
P(EPCE) SP CE), EE X, 


| CE) ~ FE WCGE) <Ls, 
出 


面 且 局 全 ) 可 以 表 为 

FCE) = CP (EY DAE CE 1 EY), Ci=1,2), 
其 中 fi 是 纱 维 的 有 界 的 波 甚 尔 可 测 遂 数 ， 在 任何 2K 维 区 间 上 歼 虹 
可 积 。 故 由 (8.42》 得 引 理 8.5。 

引 理 8.6。 设 F(é&》 满足 定理 8.1 中 的 条 件 ， 册 


ljim|e tn, [让 了 nyyy Prao) 


ns 


= Jorewads), (8.43) 


证 由 引 理 8.5 即 得 引 理 38.6。 


利用 引 理 8,6 及 分 布 酒 数 与 特征 函数 之 间 的 连续 性 定理 即 得 
定 肖 8.1, 


* 23e 


例 8.1。 车 取 F(5) =501)， 则 F 满 是 定 型 8,1 中 的 条 件 ， 且 
FCOu, (ts Sn SAD) = SS: Cn), 
古 以 由 定理 8.1 有 
lim POS; Cm) <) =WOPE NY 


a 


i _ 1 -3 
=W(C 人 EECD<N) - 误 | ea, 


a 4 


第 二 篇 ”可 数 状 态 的 时 齐 
的 马尔 可 夫 过 程 


§$ 1. 了 过 程 的 概率 空间 ， 存 在 性 定理 


令 开 =[0，co) 为 时 间 参 数 集 ，E 为 任 一 可 数 集 (不妨 令 之 
为 非 负 整数 集 ) 。 

定义 1.1。 设 p;, ;Ct) 是 定义 在 和 上 的 韭 负 实 值 函 数 ，(i,jiE 
E)， 称 矩阵 PCf) = (DID，ti7EE) 是 淮 转 概 阵 。 如 果 (17 
PiD1S1 (2) Ps+ 扫 =PCSJPCiI，(C0<ss ,1 之 co0)。 特别 地 , 若 
(1) 中 不 等 学 换 成 等 号 ， 则 称 P( 人 站 是 欧 概 隆 , 满足 PC0) =P(0+) 
= 工 的 【 淮 ) 转 概 阵 称 为 标准 的 ，( 此 处 工 为 单位 阵 》>。(2) 称 为 
KK 一 女方 程 ， 

如 不 特别 声明 ， 今 后 凤 过 惩 阵 之 间 比 较 大 小 ， 取 极限 ,连续 、 
微 商 、 积 分 '… 等 ， 均 系 逐 元 意义 下 的 ， 

令 只 =E7 为 乘积 空间 ，Q 中 的 元 @ 是 工 到 玉 之 变换 ，P(1)= 
(p(t), 1,jEE) 是 转 概 阵 ，PC0) =TI。 任 取 1ET，ACFE, 记 


[|]= (telecp E 4), 特 别 地 , 车 4 是 单 点 集 {让 , 风 记 | 4 |=| |. 
若 和 A ，…, 及 ,EEE, 则 记 ML ,|=[ a, aA. 
令 =0(|;], rET, ieB), 

PA =p Ct pi Cf2 ~ +,) 


Fis 


+» 9 % 


“Dy ss nt), 


Ci EEE,0t et ,用 柯 尔 英 哥 党 夫 定 理 ，P' 订 叭 
一 地 扩张 到 .了 上 去 而 成 一 概率 测度 , 仍 用 P' 记 之 ， 于 是 得 概率 空 
间 (8, FPF, PD, (iE E), 

再 定义 一 族 由 如 到 2 的 推移 算 子 C1E 7T) 如 下 ， 枉 取 人 @= 
克拉 拓 丰 定义 89 一生， 总 (一 @K3 HE 于)。 令 大 是 8 上 的 坐 
标 变 换 ，X 鞠 /(@0)=@C1)，1E 和 ,人 CEQ， 称 X=(0 ,9 ,X01, PD), 
iE BE) 为 P 过 程 。(,.9 ,PiD 为 P? 过 程 的 狗 率 空间 。 


令 了 ,=o([?|， wu<<s，iEE), 仿 第 一 篇 (1.1), 有 
GO PA AN IN os )=P'( AN[;])r'er:s), 


C1.1) 
(tf,IEE, AE FBE SF ,I0), 


证 1) 先 取 4=| 7] w<s, kEER 固定 .对 任何 B=| 了]， 


yz0TEE, 有 
生生 t 
P(AN | |ne::s) =P'(| 交 | 1) 
= Pst) pas i CS ~ HOP; st +Y— 8) 
=p( AN| DricersB). 
而 使 (1.1》 成 立 的 B 掀 成 一 个 代数， 所 以 对 任何 4=[ ，]， 


HW<I EB, BE FF， (1) 成 立 。 
(2》 又 因为 性 取 BE ,使 《1.1) 成 立 的 4 构成 一 个 0 代数 ， 
所 雇 ， 由 C1》 有 即 得 (1.1) 对 任何 4€ .7 了 ,，BE 了 了 成立。 


特别 地 ， 取 f 一 3 一 上 4=-|， | 
1 了 a=1 


1 


a 06 9 


p= 2 Shedtne 


4419 “py 


tin AiCE, nm 则 C1.1) 变 戌 


cM) P: [( Foyt tes tn )| 
.PE 


1 fists i fori— fesstorm™+, 
=?( 站 人 六 is 小 
《1 .2) 
本 篇 启 研 究 的 【 谁 》 转 概 阵 Pi》 都 是 标准 的 ， 凡 后 不 再 说 
有明， 
定义 1,.2， 设 (0, F, P» 是 尾 一 概率 空间 ， E 汶 可 数 集 ,下 
= 一 [0,co) 为 时 间 和 参数 集 ，{Xi，1ET} 是 一 族 定 义 在 (0, 了 ,了 ) 
取 值 于 BE 的 随机 变量 ， 如 果 对 任意 的 #8 之 2，0& 详 之 …< 太 t+，,， 及 任 
意 的 ，…,i,， ERB， 均 有 
POX,, =i, | X,, =1 ,XK, 


CF =i,a1) 


= POX,, =ts| Ki ti 1)) (1.3) 


雷 1 
《 当 (1.3) 左边 有 意义 时 )， 则 称 {Xi1; FE 至)} 是 一 个 连 急 时 间 的 
可 数 状 态 的 马尔 可 去 过 程 ， 简 称 可 数 状 态 的 马尔 可 兴 过 程 。 已 称 
为 其 状态 空间 。 妃 果 存 在 一 个 转 概 阵 POC) = (Cp;,j; (1),， i,jE EB) 
全 
Pix =il R=)=pi, C1), (i,jEE, s,t€ET), 

〈 当 左边 有 意义 时 )， 则 称 {X ft€E 守 } 是 具有 时 齐 的 转移 概率 的 
可 数 状态 的 马尔 可 未 过 程 ,简称 可 小 状态 的 时 齐 的 马尔 可 来 过 程 。 
本 篇 所 研究 的 ， 都 是 这 类 马尔 可 夫 过 程 。 PCLt) 称 为 {X,; 1 守 } 
的 转手 阵 ，{PCX。= 门 民 E 卫 } 称 为 其 初始 分 布 。 

定理 1,1。 “存在 性 定理 》 设 E 为 可 数 集 ,于 一 [0,co)， 
PCi) =(pi3(t)， 宙 jEE) 是 转 概 阵 ，{4;，iEE} 是 一 个 概率 分 
4 97 nm 


布 , 则 恒 存 让 一 个 往 汉 空间 人 ,条 ,PD 及 定义 看 其 上 上 的 以 瑟 为 找 带 
空间 的 以 P(t) 为 转 概 阵 的 以 {&;，tEB} 为 初始 分 布 的 时 齐 的 马 
尔 可 厂 过 程 {X,; +ET}。 

证 明 仿 第 一 篇 定理 1,1. 

若 CD, 人 ) .9 0,， P'), 人 全 三， te 人 TT) 是 一 个 了 过程， 
则 对 任何 EB, {Xi fE 年} 是 概率 空间 (0, 了 ,Pi》 此 的 以 PC1) 
为 转手 阵 的 初始 分 布 和 集中 在 ! 的 可 煞 状 态 的 时 齐 的 马尔 可 夫 过 程 。 
故 了 过 程 实 笛 匡 一 族 可 数 态 状 的 时 齐 的 马尔 可 夫 过 程 。 


8 2， 有 限 维 的 转 概 阵 的 分 析 理 论 


设 PCOf)= (Cp; it，i， FEEICO<SISco) 是 一 个 有 限 维 《 即 
E 为 有 眼 集 ) 的 转 梳 阵 。 在 这 一 节 中 ， 我 们 将 要 研究 P(1) 对 1 的 
连 铸 性 、 可 徽 性 及 其 赣 问 题 、， 当 fo 时 Pt 的 极限 的 存在 性 河 

引 理 2.1。 设 4CDD=(Caifgti，iicEEBE) 是 一 个 看 限 维 的 方 
阵 ，(0<t<oeo7， 而 且 满 足 ， 

(C1) ACstTt)=ACDAC), CORs,t< 0)s 

(2) Hm ACt) = 六 (C0) =1， 


其 中 I 为 单位 矩阵 。 则 
Ci) C(t) 对 i 连 绕 ，(0 寺 1 co0)， 


(ii》 A1C0)=lim 寺 (A()~DD 存在 ， 记 之 为 B， 


Ciiiy ACHY=BA(I) = ACNB, OEt< oon) 
Civ) ACt) =eB', 


对 任 一 矩阵 Mt 来 说 ， 我 们 定义 exy= 区 LM. 
和 一品 


证 (i) 因为 AC3+1 站 =ACH)AC5D) ,C055, fo0)， 所 以 由 
小 可 内 于 


lim 4(s) =1 得 lim ACs+1)= 二 六 (Cf)、。 今 设 0<is<1<co， 则 由 


= 一 日 十 


Cf)=ACt 一 ACS) 及 5 充分 小 时 入 (5) 为 非 退 化 并 隆 (因为 
limACs) = 人) 得 知 :AC1-5) 一 A(1DAC5D 7， 《对 全 一 午 阵 导 来 说 ， 


M"! 恒 表 M 的 逆 知 阵 .》 所 以 ,由 limACs)7 =I =I 得 limA tt 一 5) 
一 4fKf， 总 上 所 述 , 当 0<Hco 时 和 (对 1 连续 ,而 和 (在 #=0 
右 连 续 妃 是 假 误 ， 故 5i 得 证 。 
ci) 今 

= 人 llim 和 人 ( 字 =-M 存 在 且 此 矩阵 的 元 素 为 有 限 
数 }。 容 易 证 明 ， 对 任 杂 a 法 0， 均 有 

1|Acase A 

如 0 . 
事实 上 ， 当 0<i<a<ce 时 有 ， 

SO- 中 4 Cds = es +1)- Cs33ds 


妇 士 和 


= 下 | Atsyds. jacoa] 


Aah 
令 f->10T+ , 若 注 意 A(s) 对 ;的 连续 性 再 利用 中 值 定 理 即 得 ; 
lim 全 人 一 了 acoe-3caco- D。 

所 以 
1 引 A(Dd5E A. 


又 因为 .# 是 一 个 线性 体系 ， 故 是 闭 的 ， 因 此 
9 


lim 1 |AC)dsE .A。 
和 


#0+ 
此 即 
4 
环 了 即 
lim 41 -I 
or 


存在 《 记 此 极限 为 8) 且 其 元 素 为 有 限 数 . 《ii) 证 毕 。 
《iii) 因为 


S(t AD AVDAD, 0<s<oo， 
Of< co)， 
A(t) -A AD DALY (cecteo0), 


所 以 ， 令 5 一 0+ 并 注意 《ii 即 得 : 
AD 一 ACH)B=BAC1)。 (O100)。tiii) 香 证。 
QV》 出 村 (站 满足 
人 0<st<<co， 
(C0) =1，, 
解 焉 常 系数 的 线性 微分 方程 组 立即 可 得 ACt) =e 
定义 2.1， 称 方 阵 
Gipsy sy dls 
Gy Ss Gs 


为 转移 强度 年 阵 【 简 称 转 强 阵 ) ,如 果 它 满足 :8hiS0， (LisN)， 


my 
,i 宇 0， 《1< JN ,TF , D0, (IisN), 特别 地 ， 


于 mm 三 。 


» 10Ue 


填 卫 gj=0，(CH<i<N)， 则 称 此 转 强 阵 是 保守 的 。 


定理 3.1。 设 PC1) 是 一 个 有 限 维 的 转 概 降 。 

则 有 

CD PO)= imFP() -D 
在 在 ， 记 此 极限 为 9，Q 是 保守 的 转 强 阵 

Kii) P/(t)y=QPC) =P()O, (Ot io0) 

Ciiy P(D =e%, (Oi). 
反之 ， 任 给 一 个 保守 的 转 强 阵 ， 罚 PC(1) 二 e% 是 转 概 阵 。 

证 ”由 引 理 2.1 立 即 得 到 (i》，¢ii)，(iii)。 现 容 我 们 来 证 明 
最 后 这 条 论断 。 设 8 是 一 个 保守 的 转 强 阵 , P(1)=e%。 显然 P(t 
满足 ; PCD1=1,，C0<f<o0), PGs +t) =P()P(), (0s, 
1<co)，P(O)= Him PC1)~I。 最 后 我 们 证 明 PC1) 之 0，(0<t 


<%). 
(1) 先 设 对 一 切 1<i，jEN, i 了 j， 均 有 ,1>0。 则 由 ， 


P(t) =e2 I+ Qt + QD’+ … 得 知 ， 存 在 4>0， 使 得 0 所 1<6 


时 有 PC() 半 0， 因 上 此， 车 能 证 上 明 
有 0 (OEtE)—PDODED0, (OEte0), 
则 PCOD) 守 0，OE1 之 coo)。 事 实 上 上 ， 由 PC1) =P 了 CoPet 一 (at 
<20) 立 得 此 关系 ， 
《2) 取消 (1) 中 于 人 @ 的 假定 来 证 明 P( 们 产 0 (0<St<ece)。 作 


nn 


1 1 1 

f 31 一 » gir2 tN 
1 N—1 1 
dnt zz 人 Nt 


如。 一 


1 1 NN 一 1 
dwyi 十 nn? wy 2 十 nN 
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显然 ，&, 是 一 个 保守 的 转 强 阵 ， 所 以 由 (1 得 知 PC 旺 eq 芒 0 
(0st<c0)， 但 是 im8.=Q， 所 以 limP,(1》=PC). 因此 PCfD 


着 0，《0<i<ee)。 至 此 ， 定 再 2.1 得 证 。 

定理 2.2。 设 PC 是 一 个 有 限 维 的 转 概 陈 ，Q=P'0)， 刚 

(Ci) limP(t) 存在 ， 记 此 极限 为 1; 

《iiy PCDH=HPC)=1:=1, G0): 

《iii2 H0, Hl1=1s 

Civy NO=QI=10; 

CV) 本 =1x/，X/ >0 寺 > 存在 一 个 to。 守 0， 使 P(t1,) 汪 01 

(vi) 古 =10T/ 寺 >210=0,(z/ 这 (0,21E (DD) 的 通 解 为 cz 1， 
其 中 c 为 任 一 非 负 实 数 ， 工 /二 0。 

这 时 XX 一 cz elL。 

证 关于 GD 和 (i) 我 们 将 要 在 8 3 定理 3.2 中 对 更 一 般 的 
情形 来 证 天， 

Ciii》 由 于 PO) 守 0,P(1)1=1，P(1) 是 有 了 有限 维 窍 阵 ， 记 以 
HH>0, Hi1=1. 

《iv 由 ti 有 

PC- I 


—Ii=H 0, Cif>0), 


PCty—lI 
i 
令 f 一 0+， 即 得 
QT=IQ=0. 
(VY) “一 产 ” 设 I>>0， 由 
lim P(t) = 
及 P(t) 是 有 限 维 窜 阵 得 知 ， 存 在 一 个 fo 汗 9， 使 得 tt。 时 有 
P(1) >0,。 (i 之 1t0), 
“< 一 ” 设 看 在 一 个 1, 守 0， 使 PF(f6) 半 0。 由 
了 = lim P(1) = lim PAnto) =lim Pie 
及 第 一 入 命题 5.4 得 知 : 
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H=1r, xi>0. 
(Yi) “< 一 ” 设 z7@=0 的 通 解 为 ct :由 (iv) 有 HQ=0， 
任 联 其 一 行 ， 即 用 e: 左 张 两 边 得 : 
TO=0, Ti0, Til=1, 


所 以 
如 一 
但 是 ri =1， 即 是 ciz 1=1， 而 z1 基 0， 所 以 ci 不 依赖 于 # 此 即 
五 的 行 行 一 样 ， 亦 即 互 = TF7。 
“一 汪 ?” 设 开 = 1r7 (月 然 有 下 人 >0，T' 了 =]1)， 而 且 27 = 由 
2z70，2 ED。 往 证 * =cez7。 事 实 上 上， 有 田 定 理 2.1 有 有 


Pei 一 ear= 工 + > QO 
真一 了 Kk! 
所 以 
ODE 
rwIPCt}=2 + 之 2 
令 t-xoo， 并 注意 (i)， 表 利用 控制 收 钱 定理 香 ， 
了 一 区 一 区 1 


取 c=x1 凤 可 ， 


$ 3. 转 概 阵 的 分 析 理 论 


在 2 中 ， 我 们 研究 了 有 限 维 转 概 阵 PCf) = Cpi101) ,i,jE E) 
<E 是 有 限 集 ) 的 分 析 性 质 。 在 这 一 节 中 ， 我 们 将 要 研究 一 般 的 转 
概 阵 P(D 的 分 析 性 质 ， 这 时 E 是 一 个 可 狼 集 。 

定理 3,1。 设 PCO) = Cpiydt)，i，jE E) 是 一 个 转 概 阵 。 则 对 
任何 EE, JCE, 0 和 Ss， + 过 co， 有 

| ~ Bi) | 1 -PC|t~— 5s|), (3,1) 
其 中 如 = 怠 py(1)。 因 此 ，Piy( 站 对 t 来 说 在 [0，co) 上 一 


i 


中 了 站 了 


至 连续 ， 而 且 对 7 来 说 是 等 度 和 连续 的 。 特 别 地 ，Pi.j( 门 在 1E 50， 
co》 上 一 致 连续 ， 而 且 对 靖 说 是 等 度 连续 的 。 
证 不 失 营 遍 性 可 以 假设 I<<s<<t。 由 (~ 人 方程 式 有 ， 
Dip lt — SD ts), 


所 以 
Pi -pp ts 1 Ppt- 1, 
(3.2) 
由 于 (3.2) 对 任何 TCE 淘 成立， 特 基 地 对 了 = E\\J 也 成 立即 是 有 
PLT — Pir) Pt- 8) -1, 
亦 即 
PAS -Pi A Dii(t m1, 《3 .3) 
由 (3.2) 及 (3.3) 立 即 得 到 (03.1)。 
定理 3,2。 设 P( 候 基 一 个 转 购 阵 ， 则 
GD limPCD 存 在 ， 记 此 极限 为 [I 
Ci) TIPCD) = PONT =T? =I, (Ot 00), 
证 CG> 由 (Ke) 方程 式 有 


pC {pi sl 3 )) > (pl 记 人 二 ; 

iEE 

Qtr) 
但 是 fm. Pi 上 一 1， 所 以 

Pic)>0, OS, itH), {3.4) 
任意 国定 一 对 i，j， 简 记 拉 从 =pi,:t1)， 往 证 limfC1) 存 在 。 为 此 
只 须 证 级 对 任何 一 串 如 + co， 均 有 1im ft) 存在 。 事实 上 ， 由 
《3.4) 得 知 对 任何 一 个 固定 的 >0， 有 limP(RT) =limCPCDX 在 
在 。 直 定理 3.1 每 知 乒 六 在 Er0，coy 上 一 臻 玉 续 ， 所 以 尾音 给 
定 一 个 8 人 0 必 存 在 T>>0， 使 

[ft -Ts | Se Ci-—s|<?). 《3.5》 
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对 每 个 4， 可 取 非 负 整数 如， 使 
kTAt Ck 二 IT。 
所 以 ， 由 53.52 得 
FE ~ ECF NOEIE TY Fe, (n=1, 2, pw 
但 是 Hmj Cewr) 存 在 ， 记 此 极限 为 1。 因 些 
1— eA<!lim inf H(t) lim sup ft < + 2, 
由 8 的 任意 人 性 得 知 limy(tr) 存 在 。 
Cii》 由 Gi) 及 PCs+ 们 =PCDPCs》 并 用 控制 收 徊 定理 得 II= 
PD., 
仿 上 ， 利 用 PCS + 从 =PC3)POND) 及 法 痢 引 理 ， 令 sco 有 即 得 ， 
HHP(t), (Ot 00), 
但 是 (TIPE2)1=POQ92D=J1， 所 以 
I=IIP(Ct). 
把 上 式 对 1 一 co 取 极 限 ， 并 利用 控制 政 人 证 定理 即 得 TT =II* ， 
引 理 3,1。 若 广义 实 们 函数 (i) C10) 满足 
CD 天 下 DFT TFT v0 
C2) lim /CD =0, 


则 
lim HD sup ld. {3.7) 


1—0* 


证 令 TCD =sup fID. 任 取 ft>>0， 刚 对 任 向 & EC0， 切 来 
说 ， 均 有 正 整数 *， 使 得 ， | 
nu th t+ Lu, (3.8) 
反复 地 利用 人 1) 及 (3.8) 得 ， 
HDEFt -mn +t fonn) nf + nn), 
所 以 


LD 二 卫生 + 了 GD。 (3.9) 
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售 z 一 修得 ， 
AD <lim inf /4) 
上 os 让 " 


sup HD <lim inf - A 


因此 


定 吾 3.3。 对 任何 装 爸 隆 P( 四 米 说 ， 人 恒 有 


lim LTP 


t+ i 


在 在 ， 记 此 极限 为 4， 则 还 有 0 所 gq 所 oo ,piiC 的 六 6r41， (iEE, 
1 0)。 

证 ”在 定理 3.2 中 已 证 py ;C1) 半 0， EE，t 产 0》。 所 以 可 以 
令 f1)= 一 logp; C1), 由 于 lim pii(t) 一 1 及 Drilst+ D.C) 


Pitt)，CGEE，s 守 0，t 守 0)， 所 以 JC1) 满足 引 理 3.1 中 的 条 件 。 
因此 


lim fC) Y=sup {tt?. 


+t rm" tO 


令 &=sup 2 则 fC tt oD (62， 而 且 f(t 


Ct 之 0)。 所 以 
Dti)=e nN te nlite =e "+ ot), 


Ci-—r01), 
因此 ， 

1 PCD) ~ 1 + °C1), (t=>0°), 
此 即 


"06。， 


硝 在 。 由 C0) 才 qt 直 接 答 到 Pi:C1) 字 eT!，(t 守 0)， 
系 1。 若 负 =0， 则 pi 人 二]1。 
引 理 3,2。 设 Pt 是 一 个 转 概 阵 ， 念 
A=UICE, lim sup(tl~ pii(t)) =0), 


pit) = > bi Ct), 


Fer 
任 给 JE .A，e< 二 ， 若 果 t>>0 注 足 ， 
1-— P(t}<e, COSt Er, iET), 


则 对 一 切 0<o<r，0< 二 <e，KcT，iE INK, 有 


(1 4e) Db << Zeto . (3.10) 


证 令 fiti, GS) = pou), (iEE, EE), frstis OY 
= 之 fri，{j)pyelD) ,Cm 庆 1)。 显 然 , 国 定 i 和 mt 时 ，f5 Ci，:) 


有 完全 可 加 性 。 下 面 我 们 对 m 作 归 纳 法 来 证 明 ， 
pe = TT Tf, pict ln) 


=iirnh 


+ BD fri, {i} PreCt ~ mu), 


(Co 弄 字 1， ) C3.11) 
于， ” 


当 欣 =1 时 ，(C3.11) 洗 边 等 于 
DS fdi, {i})py,e (ft — 1) 
ja 


"TO07* 


凑 《3 11) 对 吕 辜 立 立 ， 妈 
Dietf)= b> Df, {yprett Iu) 
4=1itk 
+ fn ll, {Ipclt— Cm+ 4) 


+ fn, {pelt ~ mm) 


— Dfti, {py eCt ~ Cm+ uy) 


EE 


一 三 也 方 (i，{ 闪 ?Pett 到》 


=17¢£ 


+ DZ fniti, 《站 ?Pi ef ~ Cin + 1)u) 


i 


+ 之 大人 (条 ?pe 人 一 FE) 
jek 


一 之 BS fri, (KYOPs CHP elt — Cm 上 + 1yu) 
ely 


世 十 1 


一 之 DA, {jp ett -in) 


TI-1jekK 


+ Sf {tip .clt -Cm + Nu), 


7 EE 


这 就 证 明了 (3.11》。 现 在 我 们 反复 利用 (3.11) 来 证 明 引 理 3.2。 
GD 在 (3.11) 中 令 G=K, t=v, m=n。o，( 其 中 no= [| ) 


得 ， 
Pi,xtU) D> Ad, {prtv iIn) 


和 -工交 


1) [zi 涛 ?的 最 大 整数 部 份 ， 即 不 大 于 7 的 最 大 整数 。 
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,A 1 


1 -一 


| 


> 之 fi, Upystv luy 


T=1lier 


> S/di, WA-e. 
I=-1 


所 以 
SR Bi Ku》 
Sh 有 < < ee. C3.12) 
《这 在 (3.1]) 中 令 G= {1 二 mw (man ~ 1) 得 
PCS 六 人 EDO+ Fai, {i}), (3.13) 
但 是 ， 由 1< ms<cr -~ 1 得 知 
Ditmw) >1 -2, (3.14) 


所 以 ， 由 (3.12)，C3.13)，(3.14) 得 ， 
fi, C1- ey- 了 a> J, (lm ~ 1), 


Be 


{£8.15) 
《iaiy 在 (3.11) 中 令 G 二 Kk， m=ho, t=v, 则 得 ， 


DxD> DD Df, {pretv— tuy 


fli#k 


C1 ~e) 之 Ci {7)) 
之 之 AP {pro Iu) 


=(1~ ED KC 二 > Di pyre 1) 


l=Bisk 


(1 ~ ep .rn) 


十 > fi :is {Up Cpr Cy ly), 


=] 
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因此 由 (3.15)? 及 引 理 的 根 设 得 ， 


Pix pig) + BD Te) Spi s(n) 
上 = 号 [和 


=(1— EPinCu) + Cho ~ 1901 ~ 38)D,, KKCU7。 


所 以 
但 是 

和 和 
所 以 


pi rH) Pet zc) 
《1 ~ 4) 和 < 人 。 
定理 3.4。 设 PCD 是 一 个 转 概 阵 。 任 意 男 定 iE BE，JE .ti 它 
J， 均 有 
GD) 当 KCJ 时 ，lim 地 Pn(t) 存在 ， 记 此 极限 为 qix 则 0< 
dx<co， 而 且 此 极限 对 CT 是 一 至 地 成 立 。 
《ity》 qr 对 于 KCJ 来 说 ， 具 有 完全 可 加 性 。 
证 (Ci) 令 G= 医 UJ， 则 GE -， 所 以 对 任何 s< 工 , 必 存在 
一 个 T= 二 T(€， 3), 刁 


1 一 DID<B COStet, jE GD) 
所 以 ， 由 引 理 3.2 得 ， 


(1-4) Bs) < Binco) ， (只 要 0<o<cr,0< 世 <<e)， 
在 上 式 中 令 w->0' 取 上 极限 得 : 
(1~ 4e)1lim sup Dux) < ， (COUALT) ， 
PE 
83.16 


了 人 


所 以 ， 宝 把 (3.16) 对 ->0': 取 下 极限 并 注意 8 的 任意 性 得 知 
Jim Dir 
i t 


存在 ， 而 且 若 记 此 极限 为 gr 就 有 0<Gx<oo。 因 此 (3.162 化 为 


Od LEN, (Ovr), (3.17) 
显然 ，@ixsSGir 所 以 
0 -dr ~ dE (OUET), (3.18) 


但 是 K 可 宗 为 J 的 任意 子 集 。 所 以 在 (3.18) 中 以 六 KK 代 K 得 ， 
EAT PD gg i) ~ deqi rn (Over). 


Ea 
即 是 
ED g(r 一 gi) + dEd; 7 《< UssT)》。 
《3.192》 
由 53.18) 和 (3, 192? 得 ， 
ED gk 4E G1,7+ | a, » 
好 于 
《0<< DTTJ。 《3.202 
《3.20) 说 明了 
lm 也 CE gq, x, 《对 K 呈 J 一 致 地 成 立 )。 


(ii) 显然 ，9d ,x 对 于 KI 来 说 有 有 有 有限 可 加 性 。 营 注意 (3.17)， 
则 对 KK; 吐 J，KK: 4 们 来 说 ， 还 有 
1 PD: Ks CU =0。 


lim sup DK lim sup Te 和 
所 以 qx 对 K 必 I 来 说 ， 有 完全 可 加 性 . 
系 1， 营 i*j， 则 


CDb lim 地 piIKb 存 在 ， 记 此 极限 为 8.j， 这 时 0<q ui<eos 


» 11* 


《ii a 其 中 的 定义 见 定理 3.3。 
证 (i 可 以 从 定理 3.4 立 即 得 到 。 
Kiiy 取 E 中 一 串 单调 上 升 到 上 的 于 集 记 ， 而 和 且 取 得 ,中 恰 有 
# 个 元 素 。 册 于 
Ditt)—1 区 
Tt 


所 以， 令 t 一 0* 即 得 ， 


令 n->co 得 ， ha. 
定理 3.5， 下 列 二 条 件 等 价 ， 
(i 5Up9i< co 
(iiy lim suP(1 -Plt2)) =0, 
若 其 中 有 一 个 条 件 满 足 ， 册 
qi= Si EE), 


jri 


lim 了 二 2 全 = 缠 对 3 五 一 致 地 成 立 。 


征 〈i 之 (ii)。 设 5i 成 立 。 令 c sup Seo。 由 定理 3.3 有 


Pact)e no 所 以 
1 pil) Eatscet, 


坊 t1--0+ 即 得 Cii)。 
Ciiy= 坊 (和 让。 设 (ii) 成 让。 取 乓 = 了 B\\V{ 伍 。 由 定理 3.4 知 
lim PLECHD 一 本 C3.21) 
10r + 


存在 ， 0<drg< ooo 此 即 
“Ii2* 


lim 
tr 


用 定理 3,4 的 Ci) 有 
全 ,天 二 > Hi,1 三 BD gi, 
je is 


但 是 ， 由 定理 3.3 在 
工 -BCD 


工人 =g; ke £3,22) 


lim 
tb* 


三 His 


所 多利 = Si, 


由 于 (ii》 成 立 ， 岂 以 E 的 任何 子 集 必 局 于 引 理 3,2 中 的 # ,而 
旦 任 给 0<s< 卫 ， 必 存在 一 个 r=T(s)>0 使 得 
1- pie, (0Ster, jEE). 
因此 ，、 由 引 理 3.2 得 知 ， 
《1 一 4E PC < Po ， (0<v AT 0< <e), 
村 [到 全 


令 1H 一 人 0 并 注意 (3.31) 得 
1- de)g x Pen (0<oscr) C3.29) 


sco。《i 成 芯 ， 


、 1 
sup gq; = su 一 
廊 以 Sup gq sb (1— 4e)T 


又 因为 
Piitt)e i, 
一 -D1) 
所 以 i 0。 
但 是 ， 由 C3.23) 还 有 
-PDD oe 

qi 1 STL ir), 

由 于 可 以 任意 小 ， 所 以 
sl3e 


lim PD 二 四 ，《 对 1E 一 致 地 成 立 )， 


Lro! 


定理 3.6。 设 已 是 一 个 转 溉 阵 。9，& .的 意义 如 前 。 记 9 
= do 固定 任意 一 个 it 五。 二 0 之 00， 网 PJ 好 在 00， co) 上 
有 连续 导数 pi; (1f)， 而 且 它 满足 ， 

(Ci) 2 [D110D | 2 t=, 


上 EE 


(ii Spf =0, (>0 


1 EB 


Ciii)pi C+ t= PinCiPs ts), Ct>0, s0) 


由 去 瑟 

CW lim pi(t) =pi,1(0) qis 

CV limpi.;:(1) ~0, 

注意 ， 若 gq 二 0， 册 D1 (1 三 1， 记 (人 二 0，(i 夺 站， 所 以 定 
理 3.6 中 的 全 部 结论 显然 成 立 。 玖 以 下 但 设 了 <g 之 co。 在 证 明定 
理 3.6 以 前 我 们 证 明 一 些 引 理 。 

引 理 3.3。e9i {D1) 对 1 来 说 单调 非 隆 。 

证 任 取 s 守 0，t 关 0。 利用 (KK- 中 方程式 和 D1(8) 之 en ' 即 
得 ， 

er tip, Ast er erop; CSP A(t) er Pit 

引 理 3.4。 设 产 z， 妇 是 一 个 二 元 的 实 变 实 值 函数 ,固定 y， 
fC*， 臣 是 2 的 惑 页 格 可 测 函 数 ， 固 定 x，j(x，*) 是 5 的 右 连 继 
函数 ， 则 ftx， 坊 是 C(x， 办 的 二 元 惑 内 格 可 浏 函 数 。 


证 “ 记 x. 是 集合 4 上 的 示人 性 函数 。 取 Au= (天 ， 


e+1 | 
nh 3 


< 上 )X4 ,(D 则 gs 是 (z，y) 的 二 元 彰 贝 格 


Gr Ct, = > Fa 
向 


可 测 函 数 ， 而 且 由 六 x，*) 的 右 连 续 性 得 
Himg,Cz, = rx, , 


“了 


所 灸 Frz， 力 是 Cz， 及 的 二 元 勒 贝 烙 可 测 函 数 。 
引 理 3.5。 在 定理 3.6 的 条 件 下 ， 存 在 唯一 一 组 连续 函数 
itt), CteL0, oo07), 使得 


pistt) =0-9 (ae =giCDastentoi (3.24) 
1， i=j, 加 » 
其 中 :~ 和 ”4j 而 且 还 满足 ， 


EE 
Chi gi ,Cs + t= > SO 
[eo 


0, j=i, 
Dd jis 
CGV)limg (1) ,ys 其 中 ,1 一 Jimpi,1(， 


证 下 面 分 几 步 来 证 。 
(I》 存在 一 组 虹 数 ri.jCf)，(t 宇 0)， 使 得 ， 


jC 二 0， 这 i(lf) 和 1，(Cti0)， 而且 


1 所 二 


CiiiYlim gCt) =1 
t-0r 


ea tp 1(t) -| qe" ri gCs) ds + iy. (3.25) 
事实 上 ， 周 定理 3,1 及 引 理 3,3 得 向， 对 任何 TCE, er !'p, (ty 
对 4 来 说 单调 非 降 而 且 绝 对 连续 。 所 以 存在 勤 只 格 可 测 函 数 m ji) 
及 hh. 使， 


t 
eaf pt = | es ri SY ds + ,js (3.267 


Es 人 E_ncty ={ er SIAds 十 Pi, Ej: CO), 


(3.27) 
F022 0。 


把 上 述 两 式 相 加 得 。 
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Li 
es ‘=| gies: ‘(ri (SY + Hs Cs ds+1 
心 


所 以 FC8) + hlsy =1, Ca,.e,.] 

因此 ， 由 7 .C3) 守 0， js) 守 0 得 ， 
Or (71 [ 

站 六 认为 0 过 fi,(8) 过 1，(s 守 0)。 把 (3.26) 两 边 对 j 求 和 得 ， 


GBP 


2 =1, [ase。] 
又 不 妨 认 为 这 .1( 引 圭 ]，(t 守 0)。 
f 它 钙 
《ID g,.4( 直 的 定义 。 
以 (3.26) 代 入 
Pi CSt 1)= DpPisCs Ps,s Ct), (s2=0， #0), 
二 已 电 


5 了 
di tt | Er CH +t eT 0 


0 


一 De 9 | era" Pe Chu +e aisp: 1 Ct), 
让 9 


再 把 〈3.267 代入 上 式 而 得 ; 
Bi | en Dr CHD CTDGE 
于 中 EE 


-ee erp 7 CH 4 tdu, (3,28) 
因此 ， 对 于 每 一 个 0， 存在 一 个 勒 忠 格 堆 油 集 了 ,, {用 4 ;由 一 
纵 勒 贝 将 测度 ，4s 表 二 维 勤 忠 格 测 度 ,) 使 得 : 

FC t= BD prype tt), KE 人 六 0)， 


站 三 王 
《3.29) 
由 于 〈3. 29? 右 端的 级 数 每 一 项 都 荐 s 的 勤 贝 格 可 测 函 数 (f 固 定 ?， 
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都 是 ?的 迷 搁 函数 Cs 固定)， 所 以 由 引 理 3.4 得 知 它 是 (s，1) 的 二 
元 苇 员 格 可 测 函 数 ， 从 而 〈3.29) 右 庙 的 级 数 收 伍 到 一 个 二 元 勤 
见 格 可 测 函 北 。 显 然 ri ;C38+ 门 世 居 C3, 们 的 二 元 勒 风格 可 测 敬 数 ， 
所 以 

M= {Cs, Dls>0,t>0n 1 (s+) En Cs)ps Ct),} 

丘 蕊 总 

是 二 维 勘 员 格 可 测 全 。 再 令 M, 二 {fs0,，(s,， 1 EM), Mi={s 
]s 宇 0，(Cs，) MM} 为 必 的 两 个 具 口 。 则 利用 富 比 尼 定 理 及 C3.29) 
得 ; 


mCM) = Gdods=| Md =0, 《3.30) 


作 强 性 变 撞 =s，u=s+ tf， 它 把 集合 轩 变 为 N，。 册 于 线性 变 
斤 是 保 测 的 ， 妈 ko ON) =poCMD==0。 由 放 的 定义 硅油 


N= {uss) HD, ri Cv) 二 Srcpe so 
由 EB 


记 N={v1v>0，(w，v)EN) 为 N 的 一 个 裁 口 。 由 窗 比 尼 定 理 
及 ks CN) =0 得 知 ， 存 在 一 个 的 集合 H， 使 得 ki1(8)=0，wEHEH 时 
HI 一。 

定义 gj 如 下 ， 

当 p>0 时 ， 取 &7 一 2 E 瑟 ， 仿 


dC 一 Dr dp Cy — ry), {3.31) 
具 工 下 
当 0 0 时 ， 令 
do (0) = lin g..; (0) ,, {3.32) 


《IT 上 面 所 定义 的 g;,; 即 为 所 求 。 
首先 我 们 证 明 上 面 所 定义 的 9 ;不 依 识 4' 的 选取 。 事 实 . 上 , 伍 
取 #/ Vv，W?A0，D>0，wW!，W* 名 寺 阅 定 ，， 则 则 的 定义 有 ， 

Si pe Ct ut) 


和 EE 


1 叱 极限 的 存在 在 以 后 还 明 《iii 的 过 程 完成 。 


sii?. 


三 > ri YD ;Ct — WY), La.e.], 
让 


在 Cmaxtw/，u*)，co》 中。 但 是 上 式 左 右 两 过 都 是 :的 连续 函数 
《证 明 可 仿照 定理 38,2。 注意 Pr.; 《让 是 连续 函数 )。 因 此 ， 对 一 切 
t+， > 上 式 均 上 成立。 特别 地 


DHPCU— HY = Dr pC), 
征 EB 让 忆 负 


其 次 我 们 证 明 g Co? 在 [6，cce) 上 上 连续。 当然 在 "=0 只 要 求 
右 连 续 。) 若 注 意 9.j0) 的 定义 ， 刚 只 需 证 明 g Co 在 0>0 连续 
就 可 以 了 。 事 实 上 ， 尾 给 >0, 妆 Da 了 时， 


GD = Drea pCy 一 a 


EE 
是 ?的 连续 画 数 。 由 6 可 以 是 任意 正 数 得 知 久 io 在 >>0 连 续 。 
最 后 我 们 证 明 g,; 0) 满足 t3,24)》 及 {i) 一 Ciy)。 因 为 1i,; Cv》 
满足 (3.24》 而 且 由 9; ;的 定 尺 又 有 
OVD = UN, [aee。-]。 
所 以 go 满足 (3.24?。 班 在 我 们 逐一 验证 8,; 浦 足 () 一 (iV)。 
《i 由 8: 的 定义 即 得 go 关 0， 人 站)。 由 (3.31) 得 ， 
之 Gisr Cv) 一 rn) Dpto—u’) 


i EB 


一 ACEI 天 Cu 0), 
和 二 如 


《iiy 完全 仿照 得 到 53.29) 的 办 法 可 知 ， 对 于 每 一 个 1 这 0， 
存在 一 个 勤 贝 将 零 测 集 Z,， 使 ， 
St = op CH), (sEL, tm0), 
趟 志 吾 
(3.33) 
出 于 :国定 时 ，(3.33》 两 边 都 是 $ 的 连续 图 数 ,《 左 边 是 s 的 连 雏 函 


"Tis 


数 已 知 。 至 于 右边 ， 因为 > 9 C0) 三 1， Cu >0), gi CU) 0, 


Te 


Cu0), 9 连续 ， 页 由 迪 中 定理 条 对 任何 ba>0, DY gi. Co) 


在 [a,，61 上 上 一致 收 但 。 更 及 gras)pojy (中) 在 s€ [a, 64 上 
由 三 电 

一 致 收 伐 。 而 grats) Pe; Ct) 在 [a,83] 上 是 的 连续 冰 数 ， 所 以 

可 gt.a(5)pi,; (由 在 [a, 的 上 是 5 的 连续 函数 。 几 于 8 >a>0 可 以 是 

次 江 必 


尾音 正 数 ， 所 以 (3.33}) 右 边 当 1 汪 0 因 定时 对 s 来 说 在 ; 半 0 连续 。》 
所 以 《3.33) 对 一 切 5 半 0，t 汪 0 均 成 立 。 
《iiiy 由 Kiiy 有 
Hits + tg CSD CH) CD00), 
令 s 一 0+ 得 ， 
gt( 1) lin supgiCs) pr t), 


令 t-*0 十 得 
lininfg, (1 1linsupg,i(s), 
ti 0 十 3+0+ 


所 以 jn Kf) 存在 。 


由 (3.24)》 得 ， 
1—piicty _ 1-e rs!: ge |’ ys, 
+ 1 f | e Dis 
令 i-r0+ 得: 


Qa lin gt), 
而 四 记 0， 所 以 lin gett)=0. 
由 (3.34》 当 i 三 j 有 时 有 ，; 


加 的 一 上 下 
有 人 =4g; < | es, ‘gi (sds, 
下 i 0 
令 f-r0+ 得，gij=g; lin gy 准则 lin gijjtt) = Gi, , 
1 十 4: 
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CV》 由 di》 有 
G(s + = DD gas)p et) ， (5>0,1>0), 
是 ， 互 


若 注 意 Hn pr C1) 35 存在， 并 仿照 定理 3.2, 应 用 控制 收 敏 定理 
可 得 ， in gt 区 纪 存在。 由 《3.24) 有 


站 
Prtt) =@| ea gSDds + es 4611 
bo 


=a eo-. sit ~ sds + eo, 0; 1, 
v 
令 1 一 cc， 得 
zs = es ln grit)ds= ln gis(t), 
至 于 这 样 的 gj 只 有 叭 一 一 组 ， 那 是 显然 的 事实 。 
现在 我 们 利用 以 上 各 可 理 来 证 明定 理 3.6。 上 由 引 理 3.5 立 即 得 
知 Piikt) 在 〈0，c) 上 有 连续 导数 Bt。 现在 我 们 逐一 证 明 
P12《t) 满 足 定理 3.6 中 的 (Ci) 一 CV)。 把 (3.24) 铂 商 得 ， 
gies PICtY + er BIAF) = er g(t, Ct>0) 
(3.34) 
C0) Dp, [PTCt) la: DB C(t) + qt) = 24, (tf0) 
jE€ 吕 1 EB 
《ii 当 + >>0 时 ， 
DPD TPA Fo))=0, 


Ciiij》 当 s 六 0，+# 守 0 是， 有 
QS + t= Salop stt), 
Nr 


Diitst £2) = > PintSsIpi tt), 
六 三 


两 式 相 减 并 注意 (3.34) 得 ， 
Pidts+t iS 00 (s+ t) ~ bri(s t+ 1)) 
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= ™ Co atsy ~ Pr sy IPstty 
由 三 互 


= ZNKCS7TPhICt。 
是 三 二 


(iVY 由 (3.34) 得 ， 
in Pet = a lin g(t)~ O00) 
={ 一 i, 车 j= 
qi,i ”车 j 夺 1。 
由 (3.34) 还 有 
linpii)= lingi(grstt) ~ Psst)) 


CV 


Mi 


= qm i Wi) = 0. 
定理 3.7。 设 P(t) 是 一 个 转 概 阵 而 且 各 之 so。 则 下 列 二 条 储 
移 价 ， 


(CD PHC)= 了 gt (0， jE EB) 


而 后 吾 


Ciiy > dik。 


年 扎 召 


证 〈 和 二 (City。 设 ( 夫 成 立 。 则 由 定理 3.6 得 ， 对 ff >0， 有 
0= Yop)= DD Dpett) 


jtE 旦 j EE 趟 所 杏 
= Yas Prtt) 

| i€E 
一 gig 

| 


( 注 窟 。 上 面 的 级 数 交 换 求 和 次 序 是 合法 的 ， 因 为 它 绝 对 收 
证.) 

(ii 二 (Ki 说 《iiy 成 立 。 若 di=0 出 人 显然 成 立 。 下 
说 0<gr<cee。 由 引 理 3.5 有 


GST HY 一 人 952PDA Tt (20， 20)， 


起 所 凸 


» T1217 « 


i KE 夺 t， 
lin 9i (3) = -人 4 


tO+t+ 


4 区 5 在 [0，cc7 上 连续 ， Sc (3>>0)， 而 邻 (ii} 


EE 


威 立 ， 所 内 之 lin 93.:(3)=1。 因 此 ， 简 用 海 莱 定理 《离散 分 布 


直 天 百 十 


的 情形 ) 及 (3.34》 得: 
Bi it) =4C00 (EY) ~ Prtt)) 


=a( lin guaCSIPMCtY ~ pi Ct)). 


=4{ > lin OCS) C1) ~ prt)) 


和 ED + 
=a( DS Wpoity~ pusct) ) 
十 如 
= 之 quspri(t), Ct 0), 


FE 

而 t = 0 时 上 式 显 然 成 立 。 好 7 得 证 。 

定理 3,8。 设 P( 门 是 一 个 转 概 阵 ， supqi<e, 记 Q = (C91, 1 
jiEE7， 册 

«iy Pt)=QP(t)= PD0, (fs 

ii Pty=er, (Ct20)3 

Giiy QH=HQ=0, 共 中 T= lin PC1). 
反之 ， 任 给 一 个 什 阵 日 = C4ij，i 计 jEEBE)， 只 要 -中 i 志 0， 
CEE), 0S. (izji, ti, jEE), Si 0 sup ~ qe) 


<ec， 则 Pi = e?' 是 一 个 转 概 阵 。 
证 (i) 因为 sup qc， 所 以 由 定理 3,5 得 
Di= 0 iEE), 
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因此 ， 由 定理 3.7 得 ，P1)=QPC)，(Ct 之 0)。 而 对 任何 1 守 0， 
Ohet, 7 jEE,， 有 


Pract (Ch) 
Pt 有 DPCD_ 它 RE — Bes 
h 


hh Ej 
{3.35) 
Do 有， 之 站 
天 nh “ 
《3.362) 
但 是 由 定理 3.5 有 
lin 了 DC a, (对 iE 了 一 致 地 成 立 ) 


所 以 对 任何 给 定 的 e>0 存 在 一 个 ho。 >>0 《与 K 无 关 ) 使 得 ， 
TD) < + ecte, (KEE, hhoy, 


(C3.37) 
更 有 


Pet < Bes) < 十 Ey [了 k,i EE hschoy ， 


《3.38) 
因此 ， 在 〈3.35)，(3.36》 中 令 P->0+， 并 利用 控制 收敛 定理 可 
得 ， 
Pi)= DpPinttgri, (1>0, i,i€E), 


[9 
最 然 上 式 对 1!= 0 也 成 立 。 这 就 证 明了 : 
P/(f)=P(Q, (20, 
《ii》 因 为 
pi = gprtt), 
RR 
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而 且 由 定理 3.6 有 
Dlgph DI ED Jasl29 de’, 


高 评语 是 己 吕 


启 以 DS, qi epi Ct) 


直 云 王 


在 [0，co) 上 一致 收效 。 因 此 ， 六 一 gia) 可 以 逐 珊 
让 


锐 商 ， 微 商 之 ， 得 ， 
PADD= Papi = Ds pt), 
| … 兰 [4 


即 是 
P(t)=QP(t), 【tr0)。 
仿 上 ， 继 续 作 下 去 ， 可 以 看 出 


PO) =P(1), Ct0, R21), 
因此 
“On 
到 全 一 -一 一 一 or 
) 之 nl 8 
《iiy 因为 


P(t)=QP(), lin PC1) =0, 
所 以 ， 营 注意 上 inPC1) = 耳 ， 并 应 用 控制 收敛 定理 即 可 得 


0= QH, 
又 因为 
PCDD=PCt)Q, 
车 记 
D=diag(tq, iE E), S=Q+D,, 


则 用 法 都 引 理 有 ， 
O=1ininftP'Ct) HS— HD,., 
一 加 


了 2 


但 大 sup qe, 
所 以 81=0, 
因此 IS -IDN1=IS1 ~ ID 
=ID1 -HD =0, 

故 0=10. 

现任 给 日 = (gr;，1，jEB)， 若 QQ 满足 定理 3.8 中 的 条 忻 ， 往 
证 PC1)=e?! 是 一 个 转 概 阵 。 显 然 POi) 满 足 PCDI=1, Pts+ = 
PsPet), (OSs, tc oo), lin (全 一 P(0) 二 I。 下面 证 有 虹 P(1) 
守 0，(1 之 0)。 事 实 上 ， 若 gy 守 0，(Ci 关 门 ， 则 仿 腿 定理 2.1 可 以 证 
朋 PCD) 宇 0，{t 庆 0)。 车 8 不 满足 ，91 疡 0， 人 《i 天门， 令 

QO.=t4", i, jEE), 


dei 
gq" = + ps Cs ar2>0, 


Ts 
gi i" 了 


> diji= 0 Gi>0, sup dd1, 
Pri IE 


则 &, 是 一 个 满足 定理 3.8 中 的 8 所 具有 的 一 切 条 性 的 转 强 阵 ， 国 
此 ， 若 令 

P,(1)=eQ, 
则 有 Pt 站 尖 0。 但是，lin 8, 一 马 ， 所 以 

P(t) = 1in P(t}) 守 0, 


至 业 ， 定 理 3.8 证 毕 . 


84。 淮 转 魏 阵 的 分 析 理 论 


在 $ 3 中， 我 们 详细 地 研究 了 转 概 阵 的 分 析 理论 。 现 在 我 们 
问 ， 转 报 阵 的 分 析 理 论 可 否 推 广 到 准 转 概 阵 上 去 ? 再 问 ， 由 于 从 


2 


转 概 阵 到 准 转 疆 阵 研 究 的 对 象 已 经 扩大 了 了， 是否 随 之 研究 的 问题 
也 可 以 增多 呢 ? 两 个 问题 的 回答 都 是 肯定 的 。 
在 这 一 节 中 ， 如 果 不 特别 声明 ， 我 们 民用 PC 人 门 表 准 转 概 阵 ， 
PO)= (Di C1)，i，jEB)，E 是 一 个 可 数 集 ，f ET =[0,o0)， 
首先 我 们 研究 上 面 提 出 的 第 一 个 问题 。 研 究 这 个 间 题 的 基 耐 


是 下 面 的 命题 ， 
命 亚 4.1。 设 PC1) 是 一 个 淮 转 概 阵 ， 作 
a E 
A ,1 0 
Pe = (gry Po ), dt) =1-PC1, 


即 是 把 E 扩 充 成 户 ~EU{A)}，A 是 不 属于 E 的 任何 一 个 元 素 , 定义 
Py=t Pi CH), tiCh), 其 中 Py it) =p (HD, (Ci, jE EY 
Pu; (t=0, GEEY, Pas lt)=1, Pi (tt)=1- Tpit), 


GEB)， 则 五 (全 是 一 个 转 概 隆 。( 因 世 qd (0 和 在 ,而 且 0<a7 (0) 
<cco) 
证 显然 0 区 局 Cf)， 五 ( 旨 1 王 1。 叉 因为 
OEP .sti Ds CLP ND, (EE), 
而 im《1 一 Pak1))=0， 所 以 Lim B14 (1)=0， (i€ EB)， 再 利用 
P(t) 是 一 个 准 转 概 库 即 可 知 lim 《1) ~I。 景 后 ， 对 任何 s>0， 
f 关 9， 有 


1 0 


PisPet)= 
(WELD (gy 4 peydcn pCs)PC1)) 


1 0 ~ 
= = 
(es 让 pes+ 419) (s+ #), 


所 慨 已 ( 昌 是 一 个 转 和 概 洗 。 
附 法 ， 红 六 对 幸 调 非 降 。 率 实 上 ， 对 任何 ! 后 囊 , 有 四 fs + 
Pasypadt} = 和 《30 
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基于 命题 4.1， 对 寺 淮 转 概 阵 P(1)， 我 们 有 下 列 结 果 :，( 仍 洛 
用 $3 的 符号 》 

CD [Pi AD~Di HS) | -Pir Clt— 51), (iE E, JCE, 
st 0). 


《CID limPCt) 存 在 ， 记 此 极限 为 了 I, 还 有 TIPC1) = PCT=11: 
=H 


GID lim 地 (1~pi,: (1)) 在 在 ， 记 此 极限 为 q1( 或 ~q:.; )， 


还 有 0<9g ;所 coo， Pi,; (e911，(iEB,t 守 0), te 定义 为 0)， 
特 旭 好， 车 9 ==0， 册 Pi,; (C1) 三 1]， Pi,; (4) 二 0，(Cj 夺 i jEB). 
CIV》 回 定 1EB，JE 4，iE€J， 均 有 ， 


Q》 当 KCJ 时 ，lm 于 Pi.x(t) 存 在 ， 志 此 极限 为 41.x， 则 0<< 


qx 之 co， 而且 此 极限 对 KcCJ 是 一 致 成 立 的 。 
(ii) gx 对 KCJ 来 说 ， 有 完全 可 加 性 ， 
系 1。 关 1 二 j， 则 
(i) lim piaC{) 存 在 ， 所 此 极限 为 Sinp 这 时 0< 羡 ar<oco， 


(ii aq. 


上 述 四 定理 可 以 直接 从 命题 4,1 及 3 3 的 定理 3.1--3.,4 得 到 。 
(VD 下 面 两 个 条 人 性 等 价 ， 
(i) SB F< 003 
《ii lim suptl— Pitt)}=0, 
如 果 上 述 条 性 中 有 一 个 成 立 ， 则 


Lim Pt) gq,, (对 iE 一 致 地 成 立 )， 


t+ 
而 且 还 有 
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Yov=lim 了 PutD ， (te By, 
入 和 Tis 
证 i) 二 > (ii) 由 定理 3.5 及 命题 4.1 立 剂 可 以 得 到 。 若 (i) 
lim 二.1C1》 gq ，( 对 i€ 天 一 致 地 成 立 )， 


站 一 了 


qi= Days, iEE. 
jit 


je 


所 以 对 任何 :EE， 有 ， 


1 一 Sp lt) 
1 Pitit) iEE 
疡 2 Hm( ' 一 ) 
EE 
= lim PriCt) 。 
上 十 t 
Fe 到 


《YI) 园 定 iEB， 设 94 之 0， 则 有 ， 唯一 一 组 89 区 ty 
(f 基 0，j EBD)， 它 在 [0，co) 上 连续 ， 使 得 


p41) = rrrgisls Yds + eed, Cf EE,t>0). 
此 外 它 还 满足 ， 
Oy) gDF0, (ts0, iEE), out al, (>0); 


ieE 
Ciiy gis C+ t= DSIPraCt), Cs>0, t>0, jEE); 
[3 
0 ， FE 也。 i=1, 


人 GT jitEE, ji 
Cv) limeD=mp CEBD， 其 中 mr =lim pi(9。 因 


此 ， 疡 区 昌 在 人 0，co? 上 有 连续 导数 pi 区 节 ， 它 可 以 甫 为 
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Ciiy Him gist) -| 
让 


Dit) = 0 Ct) — qbrst td, 
由 此 式 及 和 .的 性 质 我 们 还 可 以 得 出 P11C 门 满足， 


Ci) SY Piitt) | 2 C0)s 


iEeE 


《ii SPDED, (> 


jE 
Ciii》 之 pi IPAt)=P! s+ t), CEE, s>0, 1>0)) 
和 二 点 


(iv) lim pi i(t)=p1.:(0)= qr (jEE):; 
CV) limp'.t)=0, CeE), 
证 除了 Pi .C9 满足 Gi) 和 dil) 须 要 简单 说 明 一 下 以 外 ， 其 


它 诸 结 论 均 可 从 引 理 3.5， 定 理 3.6 及 命题 4.1 直 接 得 到 。 
因为 iE E 时 ， 由 定理 3,6 有 


Pia + SPCt}=0, Dist)20, Ct>0), 


1 Ee 各 


所 以 人 ii 得 证 。 至 于 《iii)， 注 意 当 1E EB 时 ps1(1) 于 0， 则 有 
Pits+)= Dr PAC + PI BND Ct) 


由 EE 


= SPDspelt), G0, t>0), 


中 二 瑟 
(YID 男 定 TiEE， 设 0<co， 则 下 列 西 合 题 等 价 : 
Ciy pitt) = DaDeitt), (1 20, FE E); 
和 二 上 
(DD our=lim 袜 豆 直人 。 
es 
证 《i 认 一 :ii)。 设 Ci) 成 立 。 把 人) 对 jE 了 求 和 并 注意 f2>0 
时 Plys(t) + 训 PiCt) =0 得 ， 
[ 
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一 DC 二 atl ~ pialt)), (1>0), 
起 EB 


仿 f-=0 + 得， 


一 和 34= Dis 

由 二 上 

所 以 
C1 -prtt))— (1— BD pisct)) 
Daa 一 | 
ER 1 一 让 ++ t 
了 
Bpislt) 
Fett t 


《ii 一 《1)。 设 (ii 成 立 。 即 是 


了 91 一 一 他 一 名 43 
jr 
1sga 


杰 即 Sq =0. 
i eB 
所 以 由 定理 3.7 有 
BC 人 = Bars pst), (ft220, i,EEY, 
让 站 吾 
但 pa 区 关 0 CEE，+ 产 0)， 故 (i 让 成立。 
《YITD 假定 supgi<co。， 刚 
Ci) PAF =QPCf)= PCO)Q, Cf0) 
《ii POD = eo (to0)s 
Ciiy HO=OQN=0. 
反之 ， 任 销 一 个 转 强 阵 = (gn, i,jE E) 《所谓 9 是 转 强 阵 ， 
意 即 一 < EE)Y, O01eo, Uj, ,ij, EEVLCO., 
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特别 地 车 还 有 Q1 =0， 则 称 吐 转 强 阵 是 保守 的 )， 若 sup (一 91) 友 


co， 风 e?' 是 一 个 准 转 概 阵 . 
证 ”如 合 题 4.1 一 样 ， 作 办 概 隆 
A EB 


站 ,1 0 
E (yey ff 
令 驴 = 五 (0)， 则 


Pet)= ), di) =1~ PCH)1, 


A EF 
六 ,0 0 
-=p Cgcoy o): 


由 定理 3.8 有 
Ki》 Pir)=O P= PV, (0), 
更 有 Fi(1)=QP() -PCO. 


内 E 
~ A,l 0 
GD) CD=es= (yf wo 


更 有 PC(iD=ew, 
Kiii) ITQ = 8 万 =0， 其 中 
起 五 
fi tmpeD=s (1) 
所 以 HQ = QF=0. 
反之 ， 任 给 一 个 转 强 阵 Q = an， 1,jEE)， 满足 supC ~ 4:0) < 
co。 人 必 
六 FE 
~ 0 0 
2-E(Lo1 0) 
刚 人 是 一 个 保守 的 转 强 降 ， 而 且 着 记 @ = Cg， 了 jc 下)， 风 有 
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Sup (- 4.0<co。 所 以 由 定理 3.8 得 知 e5( 是 一 个 转 梳 阵 。 但 是 
A EE 
~ A,1 ?0 
0 0) 
所 以 ec 是 一 个 准 转 概 阵 。 

前 面 我 们 都 是 从 准 苇 概 阵 《或 者 转 模 阵 ) 出 发 ， 来 讨论 它 的 
连续 性 、 可 微 性 及 其 微 商 的 性 质 …… 等 等。 但 是 在 不 少 实际 问题 
(例如 排队 论 中 ， 转 概 阵 往往 事先 不 知道 ， 而 只 知道 其 转 强 隆 Q 
= PC0), 这 就 给 我 们 提出 了 问题 ， 给 定 任何 一 个 转 强 阵 C， 是 
否 伍 存在 一 个 转 摄 阵 (或 准 转 究 阵 ，P (1)， 使 得 PA0)=Q? 这 
种 转 概 阵 《或 准 转 概 阵 ) 是 否 哗 一 ? 如 朵 不 唯一 ， 其 全 体 如 何 构 
造 ? 下 面 我 们 就 来 讨论 这 些 问题. 

定义 4.1。 给 定 一 个 转 强 阵 9。 称 准 转 各 隆 PC) 是 一 个 0 一 
过 程 ， 如 果 它 满足 P'C0) = 8。 特 别 地 ， 若 PCt) 还 满足 PC191=1， 
即 是 说 PC) 还 是 一 个 转 概 阵 ， 则 称 P( 站 是 一 个 不 间断 的 《简称 不 
断 的 )Q 一 过 程 ， 反 之 就 称 为 间断 的 。 若 REED =8P(1)，(!t 之 02， 
则 称 PC 满足 倒退 方程 式 ， 简 称 满足 (8)， 车 P'Ct) =PC1)0， 
(3>0)， 则 称 P(f) 满 足 前 进 方程 式 ， 简 称 满足 CF) 。 

定理 4.1。 设 0 是 一 个 转 强 阵 ，PCt) 是 一 个 9 一 过 程 , 则 有 ， 

《iD PHI)>OQP(), (f>0); 

(ii) PIC)PCOQ, Ct0), 


(iY Pt) CT) +| Ad ~ 8)SPis)dss 
站 


《和 ?7 PC SACHIY+ | ACF— 8) 【有 ;PCS + POs)S ~ POSYD,) 
1 


"ds, HH 中 D=diagtg;, iEE), (qi= qi), S=Q+D,, ACt) 
= Siagrfe-art， i1EEY. 
证 ”因为 
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pO)= PO) LL, 


‘PCs+t)— P(ty PCs) -1 
SS I Ss 


令 s 一 9+， 并 利用 法 都 引 理 即 得 ( 匀 和 (ii)。 
用 分 部 积分 得 ， 


| Ac-~9Preeas 

自 

= PC 人 )- 4(D-| DsAct -SP(syds 
站 


-PCt)- 4CD- | act ~ YD,P (syds, 
所 以 
Pet)= ACE) + act ~ SYCPICS) + DP Os) Yds, 
Cd.1) 
用 (让 ;得 ，: 
PO) ACH)+ | ae _ CQOPCS) + D,PC))ds 
= ACH) + | ACt ~s)SP Cs)ds, C4.2) 


此 BICciD7，。 
利用 (4.17 及 (ii 得 


PC ACHY +| A ~ SY)CDPCsS) + POSYS - PCsYD Yds, 


(4.3) 
此 有 即 iiD 7 成 立 。 
定理 4.2。 设 Q 是 一 个 转 强 阵 ，PC1) 是 一 个 9 一 过 程 。 则 下 
列 三 条 件 等 价 : 


BY POH) = OP), Ct0)s 
CB)’ POC)=ACD + | A -SSPCsyds, C(t>0)) 
p 


(CB) OM- OIRO) =1 (0), 
其 中 
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RO)= | er*PCpdi C0) 


为 PFC) 的 拉 氏 变 摘 ， 

类 位 地 ， 下 列 三 条 忻 等 价 ; 

PY Pt}= P(t)0, (tft0)3 

CF‘y PCt)= AC) + | hCG ~ SYCDPCS) + PCs)S 

~ PID ads, (Cie0)s 

《ED ROOOT ~ Q)=I, (>0)., 

证 由 (4,1) 人 衬 即 看 出 (B) 寺 访 (B)1，(F)< 访 CF)' .下面 
我 们 证 明 CF) <=> CF 。( 类 似 地 可 以 证 明 (B8)' 寺 之 (BW ,) 容 吻 
算出 4(t 的 拉 氏 变换 为 (NET 了 Do。 又 

[eet] act -spes) + PG)S- PC Dyds 


=[ ds| ena sdf (POs)S +4 DPCS) — POY)D,) 
一 | 上 ea fdtKCPY3JS + DPEs) ~ PCSYD,) 
自 如 


一 J -asc +D)- PCGYS+DPC)— PCS)D Ye 


= + DY) ICROYS + DAR) — ROYD,). 
所 以 


P(t) — ACH) -| At 一 SCDPKs) + POs)S ~ PsyD, Yds 
的 拉 氏 变换 为 
ROD — CTD C+ DD)” ICROYS 
+ DRO) 一 RCMYD,) 
~C+D) (ROY 0) -DD, 
所以， 由 拉 下 变换 的 唯一 性 得 知 ; 
Pt)=ACt)+ | Ac ~ SCD PCS) + PCs)S — POSYD,) ds, 
[3 
La.ej C4 .4 
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的 充 要 条 件 是 
ROOOI~Q)=I, 《>>0)， 

但 是 (4.4) 左 ， 右 两 边 才 对 ft 连续 ， 所 以 (F)7<> (Fi)。 

定理 4.3。( 存 在 性 定理 )。 任 总 给 定 一 个 转 强 阵 吕 , 必 存 在 一 
个 0 一 过 程 ECi)， 它 注 足 (B》 与 《F) ,而且 对 任何 2 一 过 程 Pt 
来 说 ， 垣 有 P(D 守 PC1)，(1 守 0)。 

证 令 Ds、S，AC 站 之 音义 如 定理 4.1。 显 然 S5 之 0。 
定义 PuCf) AC(1)， 对 之 1， 令 


Pt) = {a Ct— SSP Cs) ds, 


P(t1)= P(tt), 


往 证 Ptt) 即 为 所 求 。 

《1) 首先 证 明 PC1) 是 一 个 准 转 概 阵 。 由 于 对 一 切 n 庆 0,Pn(1) 
宕 0， 所 以 BC) 宏 0。 对 5 作 归 纳 法 可 以 证 明 ， 对 任何 R0， 有 有 
字 PCOTSI， 从 而 下拉 1<1。 事 实 上 ,显然 有 Peti1= AKCti1 


= 


< 设 之 PCDL1 则 
-0 


n+1 


DD Pst)1 


和 -0 


=P,(t) 1 + | ACt~5)S HPs)! ds 


而 一 日 
<Po(t) 1 + [AG~ ss1 ds。 


再 注意 Q1<&0, Ss=Q+D,, 则 得 : 


DS PhCfJT<SP C1)1 +| Ac-sDul ds 


南下 作 


-ACt)l+1—ACi)l=1. 
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至 此 ， 归 纳 法 完成 了 。 下 面 证 明 PCt) 满 是 (K~c) 方 程式 ; Ps +t) 
一 PCsyBCfy，Cs 守 0，t 尘 09)。 为 此 ,我 们 先 对 n 作 轨 纳 法 来 证 月 ， 


对 性 和 何 8 着 0， 有 PC3+1D= > Pts9Pi_s(t)，(s 守 0，t 守 0)。 事 
让 0 


实 上 , 当 n=9 有 PoCs+i)=ACs+OD=ACIAC =P, (P(t, 
念 设 对 nm 上 还 等 式 成 立 ， 现 
Pry 1 ks rD=) 页 (8 十 让 一 也 3 总 Pwydnw 


= 人 AsyACE 1)S PCayda 
=| AcDAtdt HIS 了 Ca 
[9 
+ AS- WY)S Pun + tydy 
[Li 


= ALSY | Ad WS PaCuydu 


+ ACS—HUYS > PuYP Ct Yd 


筷 二 0 


=P, (Cs)Pr Ct)+ 人 (| Ac —u)S PCu)du) Pt) 
是 一 0 


=P Cs)Pn, .C12+ > 下 -二 


Ra 


[| 
= > Pcs)Pu, (ect) 生 
真一 站 


利用 上 述 等 式 立即 得 ， 


Pcs 1) = z PACS 二 1) = 5 5 PCSIP, slt) 


R= RAR- 
一 Ps) > PE 
南昌 一 由 
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=PCYPO), (S20, 1>0). 
现在 我 们 证 明 lim P(t) = PC0)=I。 因 为 


n F 自 - 
> POD=ACD +| ACt~ sys FPC)ds, 
和 1 


和 一 中 
令 moc 即 得 ， 


天 (1 一 Ab + act-s SBPcsyds. (4.5) 


所 以 lim P(t)=PC0) =I， 至此， 我 们 证 明了 P(t) 是 一 个 准 转 
概 阵 。 
(2) 其 次 我 们 证 明 ，P 0》 = Q。 弟 实 上 ， 


FPO-T AC 
f 了 


十 1 Act ~ 8)SPCsyds, 
fa 


令 1-x0+， 上 工大 方 趋 于 ~D,+S=9， 

C3》 再 次 ， 我 们 证 明 对 任何 8 一 过 程 PC()》 来 说 ， 恒 有 P(t) 闫 
POH 记 PPC1)= (Cpiyi(),ijEBY。 由 于 Pj( 科 之 e-Wi!， 所 惟 
P(1) 庆 P,(1)。 今 设 


PC ST Pet), 


=0 
则 由 定理 4 ,1 有 
P(ACH) +| Ad ~ 8)S PKs)ds 


PP + | ACi-s)s SI PCs) ds 
让 站 


+[ 
一 > Pcs), 


四 = 


所 以 对 尾 何 n>0， 恒 有 PC)> 允 P(t)， 从 而 PC1)2 PCI), 
年 亚 刁 
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C4) 最 后 我 们 证 明 PCf》 满足 (B) 及 (FP)， 

事实 上， 出 人 4.5) 和 定理 4.2 立 即 得 到 BCf) 满足 (3B)}。 至 于 
CP)， 令 ROM)，RAN》 分 别 为 ECf。 PCty 的 拉 氏 变 搞 。 容 易 算 
RD = C+D 1， RN 一 开 (Ri CA， (nz1)， 其 中 
OD = CM+D,)-1S， 所 以 PCt) 的 拉 氏 变换 为 


RO) = HRW= FE TN) + Di 


有 二 人 0 和 = 们 


= C+D) 


+ 之 OY C+ Do) SOT + Do) 1s 


所 以 
ROMCI + DY) =I+ ROMYS, 

亦 即 ROC 8) =1。 此 即 及 (%) 满 足 CF1) ,所 以 由 定理 4.2 得 知 
P(t) 满 足 CF)， 至 此 ， 定 理 4.3 证 毕 ， 

定理 4.4。 给 定 保守 的 转 强 阵 &。 记 yG) =1~XRG)1, 则 

Ci) 当 m->eo 时 ，JZC 和 1 单调 下 降 到 MKN)， 

Ci》 yO 是 sIT(C =y， 099 所 12 的 最 天 解 ， 

Ci》yCW) =0 的 充 要 条 件 是 ， 

-y=0，0<y1> 仅 有 零 解 ， 


证 (Ci) 邻 SO- RX)， 则 


Ro 
SCA) = RoCh) +t CT+ TO Ft HOY + De)T! 
ST + DY-!, 

所 以 SAAICAT + DYI=I+S, Ch)S, 

若 注 意 81=0, =S ~D,， 则 得 : 

MSeOMIT + SnD =1+ or CS1=1+ SCD,1, 
{4.6) 
礁 SMIDAI EL tS 1 ChIDGI, 
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而 SCMDDiT= 丸 ,CDoTE=(NTTDD DT<co， 
所 以 ， 对 一 切 # 汪 0， 有 
SrAI DL Lo0, 
因此 ， 可 以 在 (4.6) 左 , 右 两 边 减 去 SC)DP,1, 小 去 以 后 得 ; 
和 Si 加 3 工 十 Rb) D1=, 
即 NSOIL FE ICO CA + DY-1DAI=1. 
但 是 S1= D,1， 
所 以 XS, + PO) CT + DS)-!S1=1, 
即 是 。 AS,CAL FIT"*+1CA)1 =1, 
亦 即 IY CWI =1 ASAN)1., C4,7) 
但 是 nx 一 oo 时 ，S。(k》 单调 上 入 到 RRA)， 所 以 由 (4.7) 看 出 ， 
p->co 肝 ITA)1 单 调 下 降 到 yC%)， 
Ci》 出 Ci》 有 
HO = Hm CN 


=lim IF+! C1 = y%), 


丰 一 ca 


显然 80D -| eC PCD1Ddb 


所 久 0 和 ) 1。 这 就 证 明了 NM) 是 
《TCD 一 四 DSS 
的 一 个 解 。 今 设 # 为 男 一 解 ， 则 01， 了 GO 一 gs， 故 y= 
Fas)1， 信 mn-r>co 即 得 
yy. 
故 尼 和 是 最 大 表 。 
Ciii) 由 Kii 得 部: VD =0 的 充 要 和 条件 是 tIG)y=y,0<y 
3 只 有 雪 解 。 而 O00) = OTD 5， 所 以 当 0<syss1 时 ， 有 : 
HHO)Yy=y 亏 > Sy=-(XI4 DY <> (O00y=0, 这 就 
证 明了 (Ciii)。 
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定理 4.5, 给 定 保 宁 的 转 强 阵 台 . 愉 有 唯一 一 个 8 一 过 程 的 充 要 
条 件 是 ; 
CAT ON =0, 0&1? 
只 有 零 解 。 
证 内 定理 4.4 立 即 可 得 。 
定义 4,2。 狐 转 强 阵 Q 是 有 法 和 的， 如 困 PCiD1=1， 
定理 4.6。 设 0 是 一 个 转 强 阵 ， 则 
《iy 妃 有 法 全 如 一 过 程 唯 一 3 
《iiy 0 有 法 < 矢 >2OD=0 
Kiii》 有 法 地 是 保守 的 。 
证 〈i 因为 P(ty 是 最 小 的 Q 一 过 程 ， 所 以 由 8 有 法 可 指 
出 8 一 过 程 是 唯一 的 。 
《ii> 因为 
VD = [et BODdt, 


所 以 
1 =0 > (1- PC)1)=0, [a.e,], 
但 是 1~ PC1)1 对 ! 连 续 ， 所 以 
VY=0 > POI=1. 
Kiii) 车 Q 是 有 法 的 , 则 P(t) 是 转 概 阵 ,而 且 Pi(0) = Q， 
PCf) 满足 (B)， 所 以 由 定理 3.7 得 知 Q1=0。 即 是 8 是 保守 的 。 
上 上面 我 们 证 明了 对 任意 转 强 阵 8 来 说 ， 其 8 一 过 程 的 存在 性 ， 
及 对 保守 的 转 强 库 8 来 说 ， 其 @ 一 过 程 唯一 的 充 要 条 人 性。 下 而 
我 们 将 要 给 出 对 任意 转 强 阵 @ 来 说， 其 2 一 过 程 瞧 一 揭 充 要 条 和 件 ， 
以 及 当 Q 一 过 程 不 唯一 时 如 何 构 造 它们 。 
先 研 究 两 个 空间 ， 
Fi= {a ED), gO0, oN- 0)=0, >0 
A = {YE Ch)Y, YE0, I~ QW=0, M0. 
其 中 心 、《m3) 趣 第 一 篇 由 表 定 义 在 EL 上 的 满足 下 述 条 桂 的 全 体 行 、 
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列 向 基 ; 
cf 一 (0 iEE)E DS SD lol<%, 


Mi 
y= (sp)E Cm > sup [yl %, 


也 后 我 们 把 妇 一 过 程 Pb 的 拉 氏 谈 换 RCI 也 称 作 @-- 过 程 。 

命题 4.2。 对 任何 转 强 阵 吕 太 ， 

C1) om0, ofA- OB 0 mh ROO), 

《2) ye20, -OPE0 和 SERN), 

证 《1) 由 &/ 守 0，&/%1 一 Q) 宕 Bp' 宇 0 得 ; 
OAT 十 DISA roe/S—B +a hl rt DYING), 

反复 地 利用 上 述 不 等 式 得 ， 

oAT+ DY)’ 
a AT + DO) B + BHC), 


和 


ae CAT + D,) > DS BTC), {n= 0, 二 2 "os 
人 


赦 g7 3 可 /RCM)， 令 n> 吕 即 得 0/ 汪 81RC)， 
志 一 心 


(2) 由 y 宇 0，CI~ QV 守 2 守 0 得 ， 
(M+ DOvyF2+ Sy=2+ C+ DYN y, 

仿 中 ) 可 证 y>RCYz， 

i 记 Atp, MD=I+C- MR), WG, k>0). C4.8) 

注意 ， 北 处 及 此 篇 剩余 部 人 昔 希 文 gs，pB，… 上 加 一 搬 ““ ?代表 
行 岗 景 ， 而 P'(t) 则 往往 代表 微 商 ， 请 根据 上 下 文 判别 它们 的 会 
多。 

命 亚 4,3。 《1) ae/E Zo AN, EZ, 

€2) BER SA, HUE A ue 

证 只 证 一 条 ,其 余 类 似 。 设 VE #1。 首先 证 明 A (9,1Dy 宇 0。 

了。 


事实 上 ， 当 hh， 有 A y=[T+ CA 一 ROLY]Y0， 当 和 之， 
由 (hI 一 QDy= 0 得 (1 一 QVy= C4 一 和 Ay 宇 0， 耿 因为 y 宇 0 了， 所 以 用 
命题 4.2 得 ，y 之 RO Gy， 轿 此 
AC, Dy=yt -DROy>0. 
其 次 ， 若 注意 AC%， =T+ CO-DROY,，yE (Cm)，NRCNY 1 
<<1 可 得 4(k，PDyE(D ， 
景 后 ， 往 证 (一 0 CAG, 由)=0。 令 c=suply:l， 由 


KE QDy1 得 ， 


CT + Do + SICH [NRIROA YY oc, 
所 以 ， 对 CHI 一 CACh，&0y) 可 以 施 行 结合 律 ， 故 
CAT~ OICAO, DD=CHT- OAO, By 
=[(h -QO + OH QR]Y 
= ~ 0+( -ly 
= Quy=0, 
命题 4,4， ZA 0) 的 维 数 不 依赖 和 守 0, 故 可 记 之 为 [Cpt7)， 
《8 的 维 数理 解 为 多, 中 极 大 线性 无 关 向 量 组 中 向 量 的 个 数 .) 
证 设 c ec， 线性 无 闫 ， 且 均 属于 1, 记 
B= =]1，…，K)。 由 命题 4.3 知 8 0?'E€ 2,， 
储 = 1，…，8)。 若 能 8 ，…， 有 8 线性 无 关 ， 则 命题 得 证 。 事 


A 


h 
实 上 ， 和 着 之 C8 人 一 0 则 之 CBA 全 0 此 即 全 CiGt 


=1， 故 由 人 5 ，…， 区 线性 无 关 得 C 二 0， 嫩 =1,…，K)。 命 
题 证 毕 。 

定理 4,7。 任 给 矩阵 及 CN = Cr ;O11EE),O>>0), 它 是 某 
一 个 准 转 划 隆 P(E) 的 拉 氏 变换 的 充 要 条 件 是 RC) 灌 足 : 

Kiy 正好 化 条 件 : ROGD) 宇 0，AROD1SI， (全 全力 

Cii) 耶 解 方程 式 : ROW) 一 ROW) 二 (一 中 有 人 7 及 人 一 六， (Ch, 
n>0)s 


“142 。 


(iii) 连续 性 条 件 ,limXRCN) = 
证 明 请 参见 [48] 定 理 2.4。 

定理 4,8。 (%) 是 某 一 经 一 过 程 的 拉 笑 变 护 的 充 要 条 件 是 ， 
Re 满足 定 青 4.7 的 Ci2、《ii2 和 

CID" limMOARCOD ~D=0. 

证 用 定理 4.7， 为 证 定理 4.8 只 须 证 明 两 点 ， 

(1) GiiD "= ciii), 

《2) 若 RCN) 是 准 转 构 阵 PC) 的 拉 氏 变换 ， 则 

mMGRO) -DD = lim FP) ~D, 


事实 上 ( 届 ) 显 然 威 立 。 只 证 (2)。 设 RG) 一 《rrChy， FE E) 
是 准 转 概 阵 PCt) = (pi.1(1),i,jEE) 的 镁 民 变 换 ，lim 于 (PC 一 
= qi t, jEE), 
完 设 0 坊 g 之 oo，《 轨 二 一生, 六 则 
M2 NY) N+ i= | .exp -1+gtydt, 


任 冶 2 计 0， 可 取 6 汪 0， 使 
[Bt -1+tqtl<et, (OO<ted), 
所 以 
[ar CO A+ qs 1<e| Nteriidt + A* {eid + gitydt 
"0 此 
< 十 好 | el + gtydt. 
村 
在 上 式 中 先 令 hso， 社 令 5-*0 即 得 
lim | M2r; Ch) 一 入 十: | 一 们 。 
是 -co 
车 4; = co， 迟 之 可 证 ， 
1img 大 一 Fi iD 一 ceD， 


A 
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limXr;,s C0) -1) = lim PN, UEE), 
po Fat 


仿 之 可 证 : 
JTimh r,sChy = lim PY, 让). 
oo 了 一 看: 


定理 4.9。RC%) 是 林 个 满足 (CB)CCF)) 的 8 一 过 程 PCD 的 拉 氏 
变换 的 充 要 条 件 是 :RCN) 满 足 定理 4,7 中 的 (i7、CiD 和 (CB}CCFD)， 
证 充分 性 若 RO) 满 足 (i1)、(Cii) 和 
(CBs CT- QROG)=T Ch 0), 
则 由 ARCA)I1< 气 1 得 向 
limMYRCN) = QimARCN)) 一 心 。 
因此 ， 从 (CB) 得 (iii》"， 用 定理 4.8， 充 分 性 得 证 。 
必要 性 。， 用 (B) < 二 >(B,) 及 定理 4.8 邮 得 。 
命题 4.5。(1》 设 zC) 守 0，2Z( 和 EGn),， 令 
A 
OIF DIOW NY = 2 + SW AY, CA 0), 
则 当 w 不 co 村 ，Ww(CN) 4 ROAYZCNY. 
(2) 设 4 1CW) 守 0，27CM)E CCI), 令 
{0 0 
Bi y+ De) = Ch) +t Brih)S, n>0), 
则 当 R 4 oo 时 ，B: C0) ta/ CROY。 
《其 中 S=@+ De 如 定理 4.1 所 定义 ， 玉 CX》 是 最 小 如 一 过 程 的 拉 反 
变 搞 ，e7G)，81( 和 表 行 向 量 。 并 不 表示 对 X 求 微 商 。) 
证 令 RCX)，RCN) 分 别 表 PCt》、Pe( 门 之 拉 氏 变换 ，5,C 和 %) 


= > RC)，Cn 庆 0)， 定 理 4.3 中 已 证 


-oo 
RCM = C+ Do) ', RC%) = HMR th), 
TO) = (了 十 也) 58。 
所 以 CUT DoDSeCNJ =I1+ S55. 1(%), 
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SSAAICAT EF DA)=T+ 5, .C5, 
荐 太一 0，G,(%) 三 5S; .1 4 宇 1)， 则 仍 有 
。 Je5z02 0， 
C+ DIG 2》 一 2 + SG (M2) (n>0), 
Cb 从， 
MG ICNKCMT 目 1 一 87) tar Ch)G. CN)S, 
Cn) 
略 (q)， 由 于 R44 co 时 GOWzCh) 在 民 CDz0) 及 定义 mw CN) 的 递 扒 
公式 唯一 决定 了 mx) 可 知 ，Ws CA) 和 ROW)zCA)。 伪 之， 用 (8) 可 
得 (27。 
命题 4.6.。 令 
T_ [ore ?se Cos (1), 


>0, p>0}， 
WH) = A HK}, 


FT, = fo BROOECD, 
EW) € yy CN) a AC), 
hi0, HO 


or) = BROAY + a th, B20, 


OA) E Cm), 
VCDD 一 六 Ch HChY, 


y= RO OC, 0, 


Y= {yo| ‘>0, p>0}, 


Y= yh)) ROY2E Cm), 
BOIE RI OOD = AC, INN), 
A 0, HO 

其 = 了 T,， Yl=Y, 

注意 ;此 处 eC%) 六 不 表示 对 入 求 导 数 ， 只 不 过 表示 CC 
征 含 参数 :的 定义 在 B 上 的 行 向 量 。 

证 (1) YCY。 由 于 KCN) 满足 争 解 方程 式 ， 故 上 (， 扣 。 
RO) = RORY, 车 zi 0 ROY)ZE CNR) ,NA RR C2) 
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= (4 Ch， pI)ROD)z=RO4)z， 所 以 ， 任 取 yC%》 
一 (REN)2 + 证)EYI;, 必 有 VD 宇 0，WKM)E C0) 及 
AC, HV = AC, 1) CROYZ + CN)) 
一 及 (yz 十 让 CD = YH), 0 HD), 
此 即 yCkyEY。 
C2) YCY,。 人 在 取 yCNYEY， 必 有 
Oy = A My = yO +t CE~ WROD), 
所 以 
yh IROYYCAY 


= (1 -EE)RO- Dy + -yu) | 
于 是 
ty (1~ NAR) -DL), C4.9) 


车 注意 limX(XR(%) -DQ， 在 (4.9) 中 令 和 rco 取 极限 ， 并 用 法 


都 引 理 可 得 ， 
HAHAH OVE), C4.10) 
甫 可 令 
Hy = 204) + QU COEEH) Lo0), C4,11) 
车 再 令 
人 =0 C4 .12) 
RI + DIOWs 1 CH) = a) + SW CR), (nh20), 


《ws 是 定义 在 B 上 的 列 向 量 ，S=Q@+Dy 之 定义 见 定理 4,1) 比较 
《4.11) 与 人 (4.122? 并 用 归纳 法 可 证 ， 

0<SwWh CH) ENA, (B20). C4,13) 
但 是 ， 由 (C4.10) 有 | 

SyCHIE CH + DOV Oo, 
又 因为 由 命题 4,5 有 : 
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Hmw: Ca) = (p= Rn)zCH) 
存 痊 ， 所 以 在 (4.12) 中 令 n 一 吕 并 用 控制 收 货 定理 可 得 
CH + DOWOA) = #8) + SWC), 


亦 即 

HWA =200) + QW. C4.14) 
由 于 HD) 庆 WR) 一 RRGQDzG4)， 所 以 可 令 

VE) = RE) ZCH) + HY, C4.15) 


其 中 2zC0) 二 0，ROEDZOD EE Cm BD 0, YO EE Cm). 
下 面 我 们 证 明 ，204) = = 与 &220 无 关 ， 卫 六 和 ) 满足 ， 和 %) = 
ACh, YY, DOD ER C0 A>0), 
首先 我 们 证 明 习 的 E VW. 事实 上 ,由 (4.112,、(4.,142 (4.15} 
得 
QFOD 一 一 CE 
=Hy(D — RWCH) = HK), 
又 因为 交 让 守 0，BCR)E Cm)， 所 以 BW) EE .As 
其 次 我 们 证 明 人 4.43 中 的 表示 法 唯一， 即 
“RYO + ER) = 0, HOVE Hs 
RAYEOA) ER 二 了 CE) 一 让 (一 0 
市 袖 上 上 ， 游 ROD200D + C2) =0， 由 了 DE .及 RCHD) 满 尼 (B.) 得 
pa 
0= Ch-— QO CR + HR)Y 
= (UI— QO) CCRCL)) 
= (C0 QR) = 20), 
《注意 上 面 让 行 的 结合 律 是 允许 的 ,证 明 仿 命题 4,3) 也 有 六 KD = 0， 
晤 后 证 明 CW) = 六 C4， 和 DBCE)， 且 ztF) = 2 不 依 束 &>0。 事 实 
上 由 拓 和 和 下 了 ， 著 再 注意 564.152? 就 有 
EN 一生 CU， 和)BCHD 
一 站 (8 和》)《 民 [HZ 十 ACR, FIDCKY 
= RMZH) + ACH, MECH), C4.16) 
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因为 5CGD EAA,， 所 以 ， 用 命题 4.3 得 
CU MCIE A 
但 是 ROYzC4D = ACE, FW) CRCEJECE) € Cm), 
日 HN) = ROYZONY + HN), (C4,17) 
比较 C4.16)、(C4.17) 并 注意 (4,15) 中 表示 法 叭 一 本 得 
ZH) 二 2 与 p>0 无 美 ， 
且 B= AC MCAD, 
总 上 ， 我 们 证 明了 ycX) EY I， 
仿 之 可 证 T=T,。 
定理 4.10. 《满足 (F) 的 QQ 一 过 程 的 掏 造 ) 讶 8 是 任 一 无 法 转 强 
阵 ( 否 网 Q 一 过 程 叭 一， 定理 4.3 已 构 坦 出 来 了 )， 出 
(D 车 由 二 0， 则 满足 CE) 的 8 一 过 程 恰 有 一 个 ， 它 就 是 PCf). 
《ID 若 1* 汗 0， 任 取 e7CWDE .2 wj 二 0， 划 
RA) = RO TECNya CM /le + hoe! CN) 1) 
是 -个 满足 CF) 的 0 一 过 程 ， 其 中 是非 负 实 数 ， 灵 CN，5 (为 之 意 
六 媚 前 。 且 愉 t 是 不 断 的 充 要 条 性 是 c=0。 
CTD 若 1+ =1， 则 全 部 满足 (F) 的 @ 一 过 程 是 一 切 下 述 形 式 的 
RCO), 
RO = RO) + my(h er ON), 
UCIEY，CY 了 之 定 尺 见 命题 4.6)， 
COME Fi (MAD, 
mm; 福 足 : 1 一 m1 + 一 ma y(n)], 
Qn 
my EI /ha 1, Ca SOONH), 
且 此 时 怡 有 一 全 满足 CE 的 不 断 的 @ 一 过 程 ， 就 是 
ROO) = ROY 十 可 (ya CA) /Aer Ch). 
CIY》 车 三 =KD>1， 念 810 Qi 是 2 的 一 组 极 天 线性 
无 美和 疝 量 ， 取 Ki， 区 辣 | 念 
th Ha, 一 1 Kk j=1, '…, J 
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TO = Ct B=1, 0, 1 
若 MCONY = Cm 1(h), 了 一 1， Uy k, 1 =]， "gy 站 消 足 
MO = COTO MODTO, HMO), O60, K> 人 0), 
而 且 
了 再 
ODD Ne! Onss MO ys ET, 


S21 ii 


则 
而 了 
RO) =RO) + BD (Bmis(Mysth) a! CN) 
j~1 S$-1 


是 满足 {F) 的 9 一 过 程 。 
证 (D 设 [?=0。 人寿 取 一 个 洞 足 (CF; ) 的 OQ 一 过 程 R(%), 必 有 
(CRO) ~ RO -QI=0, RY ROVE0, (RCO) ~ RMY Y 1 


< 3 (人 >-07， 此 邯 ROy -RN 之 任 一 行 都 属 子 2 ， 由 1+ = 0 得 


RCM) = 六 (CN)，《D 得 证 。 

(ID 设 [ 人 0。 和 枉 取 27 OE rz0， RCI 一 六 CN 
+ CDRICAY/ CC he/CM)1)，tec 汪 0)， 显 然 有 0 志 RCM)，ARCM)1 
<T CRON) =1<>c =00), 再 用 a7 (CE 及 及 (和 ) 满 是 CF》 知 
RCA)CAI 一 ) =I， 凤 RCN) 满 足 CF 》， 最 后 ， 由 六 (2) 满 足 预 解 方 
稀 芒 47 CX) E 2 可 得 ， 

(EA) RY gO)= yO) ~ yp), 

CE MeCN) ROY = 270) -ar (Cp), 

CH ME CNY YR) = Car CR) — ha KIN), 
总 上 三 式 可 知 RCOM) 满 足 予 解 方 牺 式 ， 故 由 定理 4.9 知 RC) 是 满足 
《下 之 QQ 一 过 程 。 

(IIHI) 旋 1+ =1。 取 定 e7 CD) C2 ， ar)s0。 任 取 满 足 CF,) 
的 一 过 程 RCON) ,由 《CRON) ROYCAI -9)=0 及 1+=1 知 (注意 
arChI1 0); 

ROOM) ~ RM) =2C 0 CY), CO 0, ZONE CNY C4.18) 


sn 1d9. 


用 定理 4.9, 欲 (4.18) 确 定 的 RO 是 满足 (CF, ) 的 8 一 过 程 的 充 要 条 
件 是 RO) 满足 8ARCOY1<Z1 及 予 解 方 程式 ， 而 RCM》 满足 予 解 方 
程式 ， 故 RC%) 满 足 于 解 方程 式 的 充 要 条 件 荐 : 
2 CY -20CUDOG7CE) TF Ch ICROI ECHO CH) 
FAIE CI CI CR) + Oa AI RCR)) 
一 人 站。 


亦 即 
Zh Car CD + Ch pa (RO)) 
一 (+ (Ch) RO YO) Cn) 
+ CE LOI CIC GT CRY, 
医 注 意 AC, 一 JTF- ROD ,Ae ACR E) =0/ (0), 上 式 
即 ， 
ZE HD = CA MZCH) 
+ CEECOAIE CI TCH Na C0) , 
由 于 &? C0) 夺 8， 所 以 上 式 即 
ZH) = A Mz + CR AZO CA ZCHY, 
此 即 
EA 
车 令 
ZO = YD), m0, UN) EC Cm), 
则 上 式 双 等 价 干 
和 =Ath, Mytn), 【《 即 BC EY), 
mC tO — Dam, ED 二 TI 。 
由 于 民 ( 关 0，2z0D0，270730 所 以 RD) 满 让 正则 化 条 忻 0< 
和 AROD)1 志 1 等 价 于 


1 2 


Dh) 
nm A) < 末 ie。 


注意 ;由 于 ~ 了 二 一 了 007 OID mm， >>0，p 六 0), 所 以 
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9 焉 则 担 为 0 或 则 性 大 于 0。 
无 关 向 量 组 ， 对 任何 一 个 满足 CF; ) 的 Q 一 过 程 RGO)， 必 有 CRC) 
一 民 CA)D CM 一) 二 0， 从 而 

上 

RO)=ROYY Dz Ca Ny. (4.19) 

由 了 于 《4.19) 狂 定 的 RON) 放 满 足 CPF: 7， 所 以 人 4.19) 确 定之 及 (CN 
是 一 个 满足 Fi》 的 一 过 程 的 充 要 条 件 蚌 ROM) 满足 0 所 MRO)1 
< 及 予 解 方程 式 。 由 责 (M) 满足 予 解 方程 式 得 知 及 (2 满足 予 解 方 
程式 的 充 要 条 性 是 ， 


bh 3 
DB TMT CD) 一 Dz Ca CY 


fl 了 二 


起 
+ -WR Dra’ GD 


和 下 
+ (Bz Wa ON Bz; 0De0! CD) 
be 
+ Bz a! WR |=0. C4.20) 
下 面 只 在 Cm) 中 定 z; CX) 《这 可 保证 下 闸 施 行 的 结合 律 台 法 )， 


《4.20) 寻 I 


[ 上 
了 DC 人 人， 一 全) DH)er CH) 


f=l1 1 一 工 
起 
FS za OO Dz!)) 
i=1 i=-1 


= 0. (4.21) 
由 0 CACh， 由 二 wR) 知 (4,21》 等 价 于 : 
» JS 。 


中 


[ 
Sz 0 -A DD + OD( Tar) ) 
lol 


YE 区 CK) =0. (4.22) 
由 {0 CD，j=1，…， 册 是 极 太 线性 无 闫 向 量 组 知 (4.22》 等 价 
于 ， 


由 
TRAC MTCEIT Ch DEGLI CH) = 0, 


T=l1 

C=1, ……, Fk), .237 
即 是 

息 

之 WC. i+ Ch RIC CE) 

=~] 

=ACh, Mz CCH), C=1, "AD. C4.24) 
若 令 


了 
SN DM YN OY) E Gm), 


和 一 下 


上 
DT 有 = 站 (人 一 OCT Dm CRY), 


rmi 
(j= 1, "sy 及， 一 1 
珈 《4,24) 化 为 


了 和 
By CE, Di ) 
s=l1 i~1 


了 
= Sm AC MA C=1,.,k), (4.25) 


故 
VN = ACh, Wy), CS :5 二 
本 
六 bc 上 DT， sf 一 Hey, HY, ( 于 )， 
于 一 1 rp 
C4.26) 
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所 确定 的 护 (，mC Cj 一 1，…，R，3S=1， 万 必 满 足 
(C4.25)。 令 
th RT), f=1, £7 J T=1, +, &, 
TO HY= (tC, BE, j= oy J l=1, ', Rk), 
BCs, p7= bis, EY, f=1, 7 k, T=1, -…, &), 
Me) = Cm rch) j=1, £0 Rk =1, 1, 1), 
刚 C4.263 化 为 
fA MYAHY, OMNIE CH) §=1,.…, J, 
MOD=BO MOD = C+ MONTO, DIMCG), 
Cd.27) 
而 0<<ARCOD)1<<1 等 价 于 


和 
Oe DZ OE CTI EIN), 


1 一 了 


此 即 
了 和 
0 DFMO OO yA LDN). 


CIV 证 毕 。 

定理 4.11。 对 任何 转 强 陈 & 来 说 ， 

C1) 清 足 (CBE 的 Q 一 过 程 或 者 怡 有 一 个 或 者 有 无 穷 洛 个 , 旦 怡 
有 一 个 的 充 要 条 忻 是 下 列 两 条 件 中 有 一 成 立 ， 

Cg》 有 法 ; 

by 1+=0, 

C2) 满足 (fF) 的 不 断 的 8 一 过 程 或 者 没有 ， 或 者 恰 有 一 个 , 或 
者 有 光 穿 多 个 ， 而 且 

(C9) Q 光 法 且 1+ 沁 1 一 有 无 穷 多 个 ; 

C59) 9 保守 且 Q 一 过 程 唯 一， 或 者 个 =1 一 之 恰 有 一 个 

《cy 1+ 一 01Q 一 过 程 不 唯一 一 这 没有. 

证 《1) 堵 @ 有 法 , 则 恰 有 唯一 一 个 & 一 过 程 ， 它 就 是 PCt)， 

。153 了 。 


且 P(t 是 不 断 的 ， 满 足 CB8)、(CFY， 车 9 无 洪 ， 生 1* =0， 测 定理 
4.10C1)， 恰 有 浴 一 一 个 满足 CF) 的 8 一 过 程 ， 若 8 无 法 , 且 六 >>0， 
击 定 理 4.10(ID 知 ， 有 无 穷 多 个 满足 (F) 的 Q- 一 过 程 。 

《2) 由 定理 4.10CID) 知 ， 当 1' 法 0 时 


一 责 HOR CA》 
ROM) = ROM) + Ne CDL (CaM) EE FL ND) 
都 是 不 断 的 且 满 足 (F) 的 8 一 过 得 。 若 站 之 1， 可 取 人 CD， (CX) 
E11) 与 830 ) 线 性 无 关 ， 定义 8 CN》 =aa1 (CN) + bas(%)， 
to，5 是 不 同 为 0 的 非 负数 )， 则 


及 ost RCNY + has, CRT 


是 满足 (F) 的 不 断 的 8 一 过 程 。 而 当 Q 无 法 且 1* 沁 1 时 这 样 的 RC) 
有 无 鹤 多 个 ( 因 这 时 有 8CNW) 霹 0， 所 以 具 要 ts.， (与 az (%) 线 
性 泡 闫 ， 邮 有 Ro 和) 二 Rosh)， 而 由 CLCh 与 #5C 和 A》 线性 无 关 知 
0， 中 竹 取 二 个 都 线性 元 美 ), 

又 由 定理 4.10 知 ， 当 1+ =1 时 恰 有 一 个 渍 足 (F) 的 不 断 的 8 一 
过 程 ， 当 1+ = 人 0 时 满足 CCF) 的 0 一 过 程 恰 有 一 个 。 

总 之 ， 不 靳 的 且 满 足 CF2 的 9 一 过 程 或 者 没有 或 者 恰 有 一 个 
或 考 有 无 穷 多 个 ， 而 且 

(0) 口 无 法 是 1*: 半 1 一 产 有 泡 贸 多 个 4 

Cb} 坟 =1 -一 > 恰 有 一 个 。 
及 国 为 

C0) i=0 且 Q 一 过 程 不 唯一 一 > 让 =0 且 Q 匹 法 一 恰 有 队 一 
一 个 满足 《F) 的 8 一 过 程 PCO) 且 P(t)1 夺 1 一 > 没有 满足 (CF) 的 不 
断 的 @ 一 过 程 。 因 此 ， 再 证 明 *@ 保 守 且 &8 过 程 唯一 一 > 怡 有 一 个 
满足 CE7 的 不 断 的 吕 一 过 程 *， 则 定理 证 毕 。 而 当 & 保 守 峙 ， 不 断 
的 @ 一 过 程 旧 存在 〈 命 题 4.7 将 证 明 ) 再 用 & 一 过 程 星 一 知 亚 引 就 
是 这 个 满足 CF) 且 不 断 的 & 一 过 程 。 

命题 4.7。 设 8 是 保守 的 转 强 阵 ， 虽 
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《1》 每 个 Q 一 过 程 PCO) 者 满足 (8B); 
《2》 不 断 的 一 过 程 恒 存在 
证 《1〉》 如 命题 4.1， 考 虑 BE.=EJ1A}, AEE, 


态 E 
点 / 工 0 
= dty=1- Pt 
巨人 的 Edct) Pet (他 = 工 - P(t)1, 


由 命题 .1 有 (各 dC))| ， ,为 非 负 实数 ,再 注意 
Qit (和 dC) <0, Qi=0 得 ， 


d _ 
(CD7?) 0 
亦 妈 


对 - 
FE i EE 


lim 5 LD = 一 ii 三 Da (EB), 
Fe 
所 以 由 本 车 前 部 的 准 转 概 阵 之 性 质 (VID 得 知 P( 满 足 (B)， 

《2) 若 Q 有 法 , 则 REN) 就 是 水 断 的 Q 一 过 程 ， 若 无 法 , RC 
二 及 CN) 十 CD07 CRCD /her CWORCD1 就 是 不 断 的 9 一 过 程 ( 只 须 
取 a’ (CX) 二 e; 即 可 2》。 

命题 4.8。 念 c7 CW) ET, yO) EY, MNtooHe Ch yh 0, 
I 及 Y 的 定义 见 命题 4.6 (注意 WCM EY ,eiRCOD)ED). 

证 任 取 %h 之 HL>0， 由 2 人 (4) 二 2 人 和) 及 OO， 由 ，07 (0) 守 0 得 : 
QC 一 0 一 CO 一 a7)RCD 守 0， 即 7 和 ) 对 % 非 和 天， 议 可 令 
4 人 ~ lima’《%)。 雇 设 存在 iE BE， 使 4 ‘01>>0C 即 4 的 第 i 个 分 量 大 
于 0)， 加 当 % 半 EK 时 有 ，: 

Qe = Ce tT CA CR 
OAH Caila (Me Re 
OA) Aolel RY)e), 
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而 5&7ete! 太 (nyei)>0， 故 在 上 式 中 令 和 >oo 得 a* Chyer= co ,此 为 
不 可 能 ， 族 & =0， 
命题 4.9。 任 给 转 强 阵 @， 若 
iniCeth ROY = 0， ,>0), 
则 存在 不 断 的 @ 一 过 程 。 
证 今 RCOD 二 ROD + Ca C/A CI och) =B/R(ND 去 
0， 肥 产 8，87T= co ，B 责 (1< oo , 往 证 RC 是 不 断 的 9 一 过 程 ， 
C1) 避 然 有 RECND0, ARCA)1=1s 
C2) 注意 5CD EY，a7C4)=BrRCWET， 有 
BOA CN = TOAC, a Cn) = YAUDe’ CH), 
所 峡 车 令 Pa 二 407 办 1， 则 咎 民 ( 入 满足 也 解 方程 可 得 
RAY ROD + CA— ROYRC) 


WevrtD ge On) 
Li me, 


+ -器 | DC RK) + RWI Ch) 


+ ME CAFO CP | ge CAC, 站 
Tr i | 


__1l jcyear 
in, 人 ACH ANFCEIG CHY 


Oo CTY 


Fp] - 
mm. Ya CH) 
_/ 1 1 CA—HIO CTO) rear 
(i i 十 i ya Cn), 


但 是 C2 一 D0 CROD = 一 CE 和 D 一 ED)， 哉 


1 ADD, 
HD th Ht 和 


Cpa OD) — 97 CH) + Ch pat CO AI RR -一 


= CH CD ~ A CA FAA CA HC CHA) — 0 CH) 


1 


* per nn, 

此 即 Rt 和 ) 满 足 玉 解 方程 . 
C3) 由 于 limACARC4) 一 让 二 QQ， 若 能 证 

Umma CA) /mm =0, 
则 RG) 就 是 不 断 的 Q 一 过 程 了 。 事 实 上 ， 上 由 命题 4.8 有 ， htco 时 
VD， 芝 荐 心 d= -1 宇 0， 周一 0D= CW)(l1— 
ARCA1) 二 dd 可 得 ， 

HmAgt) = d, 


六 MGT) = RO =B UT RO =B +e, EE 由 命 书 4,8 
当 41co 时 gD40， 鼓 

lim2a/ (A) =B’ 。 

do 
总 之 由 B81= 吕 得 ; 

limi gear Ch /mm = dB /A'1=0. 

deo 


由 定理 的 条 性 ， 存在 &,， 所 ， | Ch EEE) 使 es | RAI< Sr 
取 相 i = 忆 ; C=1, 2 …"》 叶 ， Bes 1 否则 为 0 3 这 样 的 8 就 
满足 8'1=00，B/RCh0)1<co，、 和 再 用 PYRO) 一 有 RCR， 
得 B/RCD1< eco 《一 切 4 人 的， 命题 证 嵌 。 

命题 4,.14。 设 Q 是 E 上 任 一 转 强 阵 ，AEEBE,E4=EBU1{4}, 邻 


四 E 
A: 0 0 
O= (0 0 


是 保守 转 强 隆 。 若 也 CD) 是 任 一 9 一 过 程 《 必 满足 (8))，P(Ct) = 
a 97 4 


上 (1 on E， 则 PC) 必 是 一 个 满足 C8) 的 9 一 过 程 。 


证 车 令 信 =C9ip i jEED, PO=C Pt), i, jE 


7);, 则 由 944.4 =0 及 淮 转 概 阵 丛 庆 CI) 得 8 4.4 (人 之 
《tf 宕 0)， 再 注意 P(t) = 已 (t)》 om EE 得 ， 


A EB 
A/1 0 
三 可 
和 gect pc) 


所 以 
1) POO)0, PODIS1 
《23 lim PAI) = 1:; 
(3) POs+t)= POstty on E=PCS)P(EY 
(4) PiC0) = PC0) on FE~0; 
(5) PAO = PIO) on E=CQ Ecty) on E=OQPCt)., 


qd, dt 


=1 


总 之 ，P(Ct) 是 一 个 满足 (8) 的 9 一 过 程 ，( 注 意 此 处 了 12)、 P74) 


均 尺 六 (i 、PC) 对 的 微 商 ,》 


为 驴 一 过 程 前 梅 造 ， 而 名 是 保守 的 。 
定理 #4,.12。 设 是 保守 转 强 阵 ， 
(DD 车 加 ?二 0， 则 Q 一 过 程 叭 一， 它 就 是 忆 C0) 
《CI 设 m! 汪 0， 令 


- _ RCA) + CB' ECA 
B={ RIROY ROD + ITE 


c>0，B! 守 0，B8 与 + 不 同时 为 0， | 
BROD EC , AO 7 
JAYar CAY 


,~ {RVIROD = RO + 2 


uA ET=T,, c0, 
QiC4) 与 c 不 同时 为 0 } 
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由 此 命题 深山 :满足 (B) 的 品 《 任 总) 一 过 程 的 槐 造 ， 可 归 销 


唱 多 己 多 1， 罗 1 是 一 族 满足 (8 的 日 一 过 程 ,， ce 一 0 的 充 村 条 尾 丁 
它 记 对 应 的 8 一 过 程 RE 和) 不断、 当 芍 二 1 有 时 ， 光 ,就 基金 部 一 过 
程 了 ， 此外， 当 和 六 0 时 及 中 所 对 应 的 如一 过 程 不 满足 CE )， 
证 (I 由 定理 4.5 立 得 。 
《HU 由 fT 之 定义 即 得 多 己 多 ! 青 证 多 | 是 一 族 满足 (Bi ) 的 4 一 
首先 证 明 ， 当 m+ 半 0 《从 而 环 和 二 0) 时 
RM) = RO TECNY CO OEY CE CD ,YAY EO (4,28) 
确定 一 个 满足 CB ) 的 8 一 过 程 的 充 概 条件 是 
人 ta ET, 
Pa 一 (c++ A CDI!1， e200 与 4 和) 不 同时 为 0, 


(4.29) 


事实 上 ，(4,.28) 中 之 RCD) 必 满足 (B1)， 故 RE 办 是 满足 (BB ) 的 9 一 
过 程 前 充 要 箱 件 是 
《ay OARCOVIE LS 
{b) ROA — ROD + CA HRCOORGE) =0, 
由 RO) 满足 也 解 方程 知心) 等 价 于 
DY OD 一 可 (YA FCh ~ OCRCOODCODY HY 
+ HAY OIROD + ONY COAT CK)) = 1, 
注意 妃 (Ch)8C 和 )=3p)， 上 式 化 为 : 
OY CO A, ED 一 学 CT OY 
tp MY CPT CH, 
但 是 光 和 三 0， 所 以 上 式 双 等 价 于 
Y OMA 区 一 [十 《一 人 人 人 于 CD IY CY CA, hk>0), 
3D) 
固定 4, 守 0， 他 YY Ch) 一 GE CA), Fh 0 oh 0, 
RAE CD oA 一 Co DD， 则 (4.30) 等 价 
于 
s 135394 


fi 一 [十 (一 人 CBA CFO TH, ,CARD), CH.32) 
立信 4 后 工 ， (C4.33) 
天 仿 0C2， 由 二 ACD3CKRy， 则 C4.32) 化 为 
mi —m = {En mo ED, Ch p>D, (4,34) 
由 《4.34) 看 出 mm; 或 则 全 为 0 或 则 污 姓 为 0 (对 2 二 0)， 而 YD 寺 
0， 记 以 1 守 0，。 (>0)， 因 此 ， 用 mim 除 (4.34) 两 边 得 : 
me OA HD = oCA, HL), C4,35) 
又 因为 8&7 CODJCGR) 一 CC 种 (CR BCH) = OA(EIECOD ,所 以 (4.35》 
即 


[ty (4.31> 


ml ho Dm — Ach, 4H), 

亦 即 
ml 一 MICE 一 人 区 (17 一 TEL 一 和 CCE 一 HRCR7 而 

ROOD 二 CAM)RCH)， 记 以 上 式 即 

M4)1 二 c 《不 依赖 4 守 0)， C4.36) 
亦 即 

mm = YD! M0, C4.37) 
显然 


_ ROY + LC 
RO TRON to ia7OT 


满足 0 志 4RCOWVD1 志 1 的 充 要 条 件 是 c 守 0， 且 c= 0 的 充 要 条 性 是 
ARCA)1 一下。 

总 上 ， 我 们 证 明了 ，(4.28) 定 义 的 RO) 是 满足 (383;) 的 9 一 过 
程 的 充 要 条 件 是 (4.29) 成 立 。 且 RC 和 ) 不 断 的 充 避 条 性 是 c=0. 

如 能 再 证 明 两 点 ， 《1) 多 中 之 RD 不 满足 CF )，(2》 当 1 罗 7 
=1 时 ， 任 一 一 过 程 均 触 表示 成 《4.28) 的 形状 ， 则 定理 证 上 毕 ， 

1) 和 任 取 RCWDE 信 ， 

ROACAT — 2) 
=I+ (et A RO DCB RO CT — Q) 
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=—l+ Ce+tABROYI) FAY! 1. 
C2》 若 m*+ =1， 任 取 一 个 0 一 过 程 RCD， 必 满足 ( 妃 )， 故 
CA OR RCW) = 0, 
由 一 了 ，HC 和 二 0，FCH) EW; ， 得 知 
RE = RO FHCOOY EM, OY (CW ECD., 
命题 4.11。 (1》 车 RC(4) 是 满 吓 CFi) 的 9Q 一 过 程 , 则 {eiRCD， 
iEE} 线 性 无 关 ， 即 


DoelRO=0—>0= 0 (iEB). 


《2)》 车 RC 办 是 满足 CB; ) 的 8 一 过 程 ， 则 {RA)et:，i1EEB} 线性 
无 区 。 
证 (C1) 向 RODOU~Q)=I， 车 字 ceiR(D=0, (Cc 是 实数 ， 


EE 
i€EE), 令 E, = {ili€E, ci>0, Ei= {tli€EEB, or<0}. 由 RW 
(条 -2)=I 得 ， 
ROY= (CRCONS+TICOUIT DT!, 


(S=Q+D,, DD 之 定义 见 定 理 4,3)， 所 以 


F C1)ceRO) 


有 Bs 


= C1)cel(ROIS+DOAI+D)T!, Cs=0, 1), 


ep, 
C4.38) 

由 
Sciel ROW =0 《与 求 和 次 序 元 关 )， (4.39) 

得 


0 celRC= > C-c)elRCG) oo, (4.40) 


fcr, i et 


9 16。 


出 0 (~—17'cer CHIT+D,) 1<oo 得 ; 


OE CI)CerRCOISCOIT DO)!i<o, C=0、 1), 


ier, 
C4.41) 
由 (4.39)、，(4.403，、(4.41) 得 ， 


Dorel al+ De)! 
EEE 


一 人 >， [ei RC — Cer RAY SCI DY}! 上 = 0。 


鼓 这 cie! = 0， 从 而 cr=0 (1E BY. 
站 二 加 

《23)》 人 以 {1》 可 证 。 

楷 1， {RCh)e:，iECB}、t{eiRCD)，iEB} 潍 线性 无 关 。 

证 周 为 (和 -QROD= RODCO -0)=1, 

命题 4.12、。 若 Q 保 守 ,m!* >>0, 则 有 无 穷 多 个 不 断 的 满足 (Bi ) 
的 8 一 过 程 ， 也 容光 穷 多 个 冶 疡 的 满足 C8,) 的 @ 一 过 程 ， 

证 由 定理 4.13,， 


RW RO) + eR CHE EY 
bes ROMYL 


是 不 断 的 满足 (Bi) 的 2-- 过程， 由 命题 4. 12{e/ 有 CX)，m CEB} 是 线 
性 无 关 欧 ， 及 CAD 二 D0， 所 以 有 寺 训 一 请 WO) 所 RR";(%)， 因 此 
上 面 给 出 的 8 一 过 程 让 无 穷 多 个 ， 仿 之 
RVRCh) = RNY + Te RO » (EE) o>0, 
oe- herR ChYL 

给 出 了 无 穷 多 个 满足 (Bi) 的 间断 的 @ 一 -过程 ， 

定理 4.13。 任 给 转 强 阵 Q.01) 满足 KB) 的 一 过 程 伍 存在， 

* 首相 于 


是 误 者 恰 有 一 个 或 者 有 无 穷 多 个 ,， 情 有 一 个 的 充 玻 条件 是 m+ =0。 
“2) 满足 (Bi 的 不 断 的 8 一 过 程 或 涯 没 有 或 者 恰 有 一 个 或 者 有 无 
病 多 个 ， 此 外 ， 

Ca》 @ 非 保守 二 之 满足 (Bi1) 的 不 断 的 9 一 过 程 不 在 在 ， 

C56) @ 保 守 ，im* =0 一 之 满足 (B;) 的 不 断 的 & 一 过 程 惟有 一 
个 : 

Cc) 吕 保 守 ，fm >0=> 满 足 (Bi) 的 不 断 的 8 一 过 程 有 无 旁 
多 个 。 

证 (1》 显然 由 定理 4.3 满 足 (B,) 的 9 一 过 程 恒 存 在 。 若 m+ 
=0， 且 设 RC%) 是 任 一 满足 〈B,) 之 8 一 过 程 ， 则 (M0)。 
(ROM — RCO)) = 0 由 ONCRO) ROY eI OEE) 得 RON 
三 RO)， 即 浦 足 (B;) 之 9 一 过 程 唯一。 若 m* 汗 0， 作 


A 五 
DO=A ,0 0 (AEE), 
5 (or o) 


则 外 是 保守 转 强 阵 ， 且 由 mm?+ 沁 0 知 
EO Oy=0, 0<yTI1 
有 非 0 解 ， 
A 
y= ( yr0, ENR, 
FE\yj, 
故 由 命题 4,12 有 无 穷 多 个 满足 (B) 的 不断 的 鸟 一 过 程 {请 ‘(tf)， 
jEJ}，J 是 无 穷 集 。 由 命题 4.10 若 令 PC = 户 人 Cf)onE, 则 
证 (nn (四 必 有 下 述 形状 


A E 
Pnet)=A 1 0 ) 
Pe 1 Pi Ct)1 PNety ， 


且 P'Dt 和 ) 是 满足 (8) 的 8 一 过 程 。 显 然 
PnPN EP, (1), 


4163# 


所 以 {P PC),1E) 是 无 穷 多 个 满足 (8) 的 0 一 过 程 . 

<2) C9q) 设 Q 非 保守 ， 由 定理 3,7 满 中 (B14) 的 不 断 的 9 一 过 
程 RD 不 存 在 ， 

La) 敬 Q 保 守 ,m!+ = 二 0, 由 定理 4.5 及 命题 4,7 得 知 怡 有 一 个 渤 
足 (B,? 的 不 断 的 一- 过程， 

ce) 菩 和 保定 ，mf+ 0， 由 命题 4.12 知 满足 人 的 不 断 的 怠 
一 过 程 有 无 穷 多 个 ， 定理 证 毕 。 

定理 4,14,” 对 任何 转 强 阵 @;,0 一 过 程 唯一 的 充 要 条 件 是 。 

(CD inf CNR VD=1W>0, Cho) 


(2) =0， 或 者 旬 有 法 ， 

基于 苯 人 性 C1)， 我 们 指出 两 点 ， 

ta) ”条件 C1) 等 价 于 下 列 形 式 上 较 列 航 

CD infCelhoROo)1) = 了 Co)>0, (对 要 个 0< 和 之 00)， 

审 实 上 ， 当 0<X<ho 时 ， 和 由 RRC) 对 % 非 逢 得 10) 过 inf (ef 
RROD= />0. 当 %> 和 时 ， 由 命题 4.8 有 f(D 之 fho》 

站 

>0。 

<5) 条 件 (1 昔 售 了 由 + 一 0。 

事实 上 ， 由 率 (%) 潢 是 (B1) 可 绑 RODe， CEB) 是 二 0Q)y 
=6，bP10 六 的 最 小 解 。〔 显 然 并 CD6 是 解 ， 基 8 也 是 解 ， 再 令 8= 
QO+rD,, HW)=(CMH+D,)-S, R=ICOI+D,)!, RO) 


= 访 R.CN) 的 意义 如 定理 4.3， 则 有 y=HONy+ C+ DA el 
让 =o 


自 
赦 y 玉 GET 了 Pei 一 有 oa， 对 K 作 归纳 法 可 证 gr 之 Rs(%)6;， 
栈 衬 并 (CNB。) 仿 之 ，XRRCDIT 是 科 (MT-G)= AL，9220 六 的 最 小 


1》 让 定理 来 自 文 卖 31] ,为 了 便于 读者 ， 其 证 明 也 详细 转 壕 丁 。 


"ltd" 


和 解 ， 若 mi 计 0, 即 入 QI-0)y=0,0<y 所 1 耀 有 非 解 Hw*， 刚 和 MRCN)1 
~ 人 yt 是 


OY=A1, yO 
之 解 ， 由 》% 关 CN)1 是 最 小 解 铭 - 荆 S2 一 0, 而 y* 二 0, 放 1%) 一 0。 


现在 我 们 来 证 明定 理 。 
过 程 有 无 穷 多 个 ， 若 infCesXRO)1) = 7 = 0, 出 由 命题 4.9 知 ， 
存在 6 = 二 BIROD 二 0，Bi 守 0，B 人 全 = co，4 (Ceco 合 RCO) 
= 民 CD FCODQ GOA7OD1 是 不 靳 的 昌 一 过 程 ， 故 MRCM1 =1， 
而 由 infCeiNRCM)1) =0 得 知 hRCM)1 夺 1 所 以 找 出 了 二 个 不 等 的 名 
一 过 程 。 
证 RO = 玉 (%)。 由 定理 4,1(i)/， 家 接 计 算 有 


RO TDY)T T+ SSR), {4.42) 
由 及 03) 满 足 (B1) 有 : 

ROY= CID) (I+SR(C)), (4.43) 
所 以 


RW — RESCH+DYITISCRON 一 RCO) (4.44) 
仿 SC) 一 (hI4+ Do)-158 基 淮 转 移 陵 ， 加 (4,44) 说 明 RCN) 一 责 C) 的 
每 一 行 e1 CRCN) 一 RC 和 )) (iE 本 都 是 SC 一 至 测 。 显 然 e1S(kJei = 
0 GEEY, Bot ih) ~ FN) B27 Ho00, 
于 记过 1 点 
CjEEB)，( 其 中 i i(%) =eIR CME，rizch) = ef 页 Ce0， 又 由 条 人 必 
《127 细 PP+ =0， 所 以， 由 271D 有 


RCM} = RO + RYPFCON), CFCOMY0), 《4 452 
由 0<ANMRIDIT<1，D<XRtxE<cst 得 
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MROYFCOYILSL, 
再 注意 Me1RCh)8; 交 0 可 得 

FOC)1< oo, C4.46) 
戎 仍 沁 为，4) =T+ Ch 一 4YRCR)， 则 有 

ACh, WR = RM, ACh, VIACV, HY=AC,L), 
自 于 RO)、 下 0) 均 满 足 予 解 方程 式 ， 把 (4.45) 代 入 RG) ~ RUD 
十 人 一 四 及 CRRCE =0 可 得 ， 

六 CEFCK) — ROPFCRY + Ch — OLROIROAFCH) + 

RFCOMIROL)Y + ROIPCMYRCAYPCY = 0, 


此 即 —ACh, MROAPCE) 十 民 人 DEC ALCN， 1) 
+ A- IDROIFCOIRCODPCE) 一 0 
亦 即 


~ ROYFCOR) + ROYFCOYACO, 1 
+ Ch MIROIFTI RCOAFC) = 0, 
用 命题 4.11 由 上 泪 可 得 ， 
FO +THOIAC, HT ChEIFCOI ROYIFCY =0, 
亦 即 
下 人 人， 上 一 FCE) FC -MIPFOYIRCOYIFC). 
C4,47) 
由 (C4,.47》、POD 污 0， 民 (和 ) 实 0 及 CG， 内 二 了 + 以 一 由 RRO) 可 证， 
PFOAG, D0 G0 KD., 
由 C4.46) 有 
PFOAC, Wl=FOOL+ OE — MP RFOYL, 
Cd.48) 
而 FOORECAYIT= FOAIRCH)L + FCAIYRCH)FC4)1,， 但 


FOR < PL, CAs0, HO ) 
故 
FIR LS oo, FOYIRCOIPCODNICco, (C4.49) 
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由 上 4 .467、f4.487、(4.49) 得 ， 


PFOAYAC, Ho0, OND0, HD, C4.50) 
暂 同 定 和 汪 0， 令 

GN) = FO A 0, 《4.512 
网 由 4Ck，A4C，Y)=4(，v)? 可 得 ， 

GA AACE, =O C4.52) 


(4.50) 一 (4.52) 说 明 GCD) 的 任 一 行 f1 GOH CE BD 都 属于 T=TTI 
CT， 械 , 之 定义 见 命题 4.6)。 若 @ 有 法 ， 当 然 8 一 过 程 唯 一 ， 充 分 
性 证 毕 。 潜 QQ 无 法 ， 则 由 条 件 (2) 知 ， 必用 1 一 0， 即 之 :只 有 0 解 ， 
于 是 由 站 的 定 闫 可知: 
GM) = BOIRCG), BO)S0, BOIRONL<Z. 
C4,53) 
所 以 
GO HT- QO) = BOYRCGOD CI — 0Q) = BN). 
C4.54) 
《上 面 使 用 绪 合 律 是 合法 的 ,因为 RCODS 之 0% ,证 明 见 定 理 4,3) 在 
C4.53)、(4.54) 中 取 %=k， 并 注意 (4.51) 可 得 ， 


FO = GC%) = BO) RN), C4.55) 
FOAMCAT ~ QO) = BOD). {4,56) 
在 {4,.47? 两 迹 右 习 以 { 呆 一 如) 并 注意 尺 人 7) 满足 人 FE 及 4(A， 卫 之 
定义 再 四 (4,56) 可 得 
BOA) = BOY + CH -NIPOY RECAIBCL), (C4,57) 


由 lmsARGO)—D = limMARG) -~ D=0, 
着 用 (4.457 可 得 lm RAP) =0, 
但 。 limiRO)=I， 六 (和 ) 守 0，P(X)>0， 吉 
limAFC%) = 0， HimEFch) 一 0 C1.58) 
而 出 (4.57? 拓 ，X PhD>0 一 >BI DJ<BCA 7。 故 


了 TG7 。 


limBN' {44.539 
EE 
存在 且 有 限 。 市 (4.56) 即 是 


FOY CIT+ DO) = PFOAYS + BCh), C4.60) 
所 流 由 C4.58) 一 C4.60) 得 ， 
BCA) 0, Ch + oo). (4.61) 


如 能 证 明 BC%) ==0，(C%>>0)， 册 由 (C4.45) 及 (4.55》 知 RCA) 一 
尽 Ck7， 即 @ 一 过 程 唯一 
由 C4,46) 及 (4.55) 及 定理 的 条 件 (1) 有 
SoMPOAIL = NB IRCA LAN CB 1), 


BO < Fy PL ee, (07， (4.62) 


从 而 由 民 ROA) 清 足 予 解 方程 式 可 得 ， 
CaM POIRCE) = Ch — NM BOI ROI ROY 
BOCRG) ~ RY) = BOYR) ~ BOAIRCE). 


C4,63) 
又 由 (4.45),(4.62) 及 定理 条 性 C1} 有 
1ARODL = ERCODI + ERCO)PFON1 
OL+IOODROGV BN, C0), (C4.64) 
所 以 
一 1 
B < 一 中 4.65 
RANBCON 1 Fe 1, CR>0) 《4.652 


由 (4.62》、(4.65) 得 ， 


BCOIRCHYB Cu) 1<{ ye 一 1) BO oo, 


{4.66) 


岂 (4.57)、(C4.62)、(C4,63》、{4.66) 得 
BCL = BOOT + CE AIT OIRCAYIBCOAYTL 
=BCA)L + BOCRG) -六 CR 了 CR 
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=BC1 + BOIROIBCYL — BOYRCGYBCEYL 
C4.67) 
由 C4.62)、C4.66) 可 知 上 式 有 这 三 项 都 大 有 限 的 ， 故 由 BC82 0 
\ 当 pg 4 co》)， 并 用 控制 收 钱 定理 可 得 ， 
Hm(BOD)LD) = (ima)1 =0, (4.68) 


lim(BO)IROIBOYI) = BOIROAYMIIMB)1) =0, 
C4.69) 


车 再 注意 六 Ci 了 0( 当 4 和 co)， 再 用 (4.68) 及 控制 收 仑 定理 可 得 
Hm (BOROYBC)L) = BO TimR) BC)1) =0. 
C4.70) 
在 C4.67) 中 令 & 一 seo， 并 注意 (4.68) 一 C4.70) 得 BCG)1=0， 信 疡 
0)， 此 即 B8C) =0，(2>0)。 定 理 证 毕 。 

下 面 我 们 改变 研究 主题 ， 设 8 是 有 法 的 转 强 阵 ,从 而 0 一 过 程 
唯一 ， 它 就 是 最 小 一 过 程 P (1)。 有 些 情 况 ， 我 们 对 P (1) 并 
不 感 兴趣 ， 只 对 

H=limPCt) 
感 兴趣 。 如 何 通 过 0， 而 不 经 中 间 对 象 P(t) 宜 接 求 出 开 ? 

引 理 4.1。 设 9( 让 是 [0，oo} 上 的 非 负 实 值 阔 数 ， 在 [0，A] 
上 贰 贝 格 可 积 ，(4 为 任意 实数 )， 售 

Fo 一人 eg(Ddy，(z>0)， 
若 limgCy) =gtco0) 存 在 且 有 限 ， 则 limzf(2) = gC00), 
车 limg(y) =3C0 + 7 存在 且 有 也 ， 则 limzf(r) =gC0 +), 
证 国 为 
zf (x) -eg(co) =s| e-" gy) ~ gCoo))dy, 
所 以 任 给 #8 六 0， 可 联 4 沁 0， 使 19( 引 9000)|<e，(y 宇 A 有), 于 是 
* TE9 = 


旭 
zf Cr) -Seco)| <z| eo-" [gH) -9(o0) |dy + e, 
(x 0), 
令 *->0+ 并 注意 8>>0 之 任意 性 可 得 ， 
limzf(r) = glo0), 
仿 上 ， 
zf(2) -9C0+)= z| eCgcy) — g(0 + ))dy, 
任 给 0， 取 6>0， 使 
[gcyy ~ gC0 + | <, #E 《0， 0), 
则 
[zf ez) 900+) se 二 z| “190 ~ oc0 +)lay 


etre "| egy) -ge0+) dy, (2>0), 
令 2->co 并 注意 6 半 0 之 尾 意 性 可 得 ， 
limzf (2) =g(0+ ). 
定理 4.15。 设 是 有 法 的 转 强 阵 ， 若 a!' 实 0， eCY， 则 
tO0=0@>0 =e 
证 设 c 洱 0，e'E (CD, a/ 囊 =a+。 则 由 本 节 前 部 所 述 的 准 
转 概 阵 性 质 GID 有 
or 一 和 7 二 ar7 I POD =2P(t), C(t>0). 
取 拉 氏 变 换 得 
27 =harRCA), Ch 0), C4.71) 


由 民 C%) 满 足 CF;) 得 
RCC + DY)= RS+I, (0), C4.72) 


把 (4.72) 两 边 左 浅 以 a! 并 注意 (4.71) 得 
> a D, 一 六 27S， (07。 
此 即 4 怠 =0。 
* TO 


再 谋 a' 宇 0,， a/E(), /=0， 则 

QA — QO) = 0, 

由 命题 4.2 得 
C7 JCY ROMS, 

由 旭 有 法 知 1 -NRGODI1=0， 邦 
orl= Ca ROO)N)L, 

由 {4.73)、C4.74) 得 
B7 =harRCAY, C0). 

但 是 ， 由 引 理 4.1 有 _ _ 
limx 刺 (7 一 1im Bt 一 H, 
太一 日 十 tm 

及 因为 
ARCO) 0, ARCML =1, a E CD, 


(4.73) 


Cd.74) 


Cd.75) 


(4.76) 


所 以 在 (4.75) 中 二 -0+ ， 并 注意 C4.76) 再 用 控制 收敛 定理 即 可 


得 ay =c7 卫 ， 


定理 4,16， 设 0 是 人 尾 一 转 强 阵 ， 则 HQ=0 f=0. | 
证 因为 PAC =QGECi，Ctz01 此 处 电表 P(1) 对 | 
的 恰 商 )， 所 乌 和 在 上 式 中 令 t-cc 并 利用 本 节 前 部 遍 述 的 准 转 驾 阵 


性质 (VI 及 控制 收敛 定理 可 得 ， 
0= CI。 


又 因为 互 : = 五 ， 所 以 用 定理 4.15《 注 意 ， 定 理 4.15 的 充分 性 部 份 


并 不 要 求 0 是 有 法 的 ) 得 
Ho=0. 


定理 4.17. 任 给 转 强 阵 Q@， 设 PL 是 任 一 & 一 过 程 ， 工 = 


limP(t), 册 卫 县 有 下 述 结构 。 


NN RR, Rt 
N 0 aclYTil) oC C2) 
及 Q lz tl 0 
页 -及 (1> 


Ri 0 0 1n(2) 


时 
和 
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开 一 六 UR 一 NUORD， 站 BR 一 六 ,和 BR 可 以 是 空 集 ，R 人 Row 一 
= 忆 (k 守 mm)，a( 认 之 0 是 列 向 量 ， 其 维 数 与 NN 中 元 素 的 个 数 同 ， 
TC) 是 行 向 层 ， 上 其 维 数 与 Ri 中 元 隶 的 个 数 同 ， 且 XD>0， 
TD1=1,. Hl<1, 
证 优 第 一 篇 命题 4.3 
设 Q 是 有 活 的 转 强 阵 。 由 定理 4.15 有 ;， 当 4! 守 0，&/ ELD 有 时， 
O00 Ta, 
芳 再 注意 瑟 有 定理 4.17 中 的 结构 ， 就 可 看 出 ， 
EVO=0, dt0, ECD 
的 道 解 必 具 有 下 述 形式 ， 
N R, R, 
“=( ; 
0, CRIA CT 
共 中 C; 是非 负 实 数 。 避 C1<o, 所 以 , 解 方程 式 
od=0, /0, rE (DDS 
下 以 厦 出 ， 其 通 解 中 那些 必 为 0 的 分 量 所 处 的 位 置 就 是 W， 也 可 看 
出 R; 及 对 应 的 T7CD)， 所 忆 ， 只 须 定 出 aCi), 五 就 完全 求 出 来 了 。 
定理 4.18。 设 台 是 任 一 转 强 阵 ， 则 
i) 130，VYE(，Qy= 0 一 > 了 > Hy 
(ii) a(1) 业 
2 NN 
让 下 ， 
CF) = 总 0 | RR? 2 ,ZE(m)> 


2 


的 最 小 解 yei 中 所 对 应 的 >， 即 af1) = yuwrorN。(C 其 它 a0i) 求法 类 
但 ?。 
证 (i 因为 Gy 一 0，0<yECm)， 所 以 
AI- QIy=hy,， > 0), 
因此 由 命题 4,2 得 
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| 


YAROYY, (0), (C4.77) 
在 (4.77) 中 令 M-roo 并 注意 C4.76) 及 0<Zy ECmy 再 用 法 都 引 理 可 
得 

ylimint ARO)Y> liminf ARCO) Y= Ty. 


《i) 由 定理 4.16 有 QHI=0、 更 有 QI1e;=0CER4)， 此 由 
GCT 


显然 D<aC1) ECm)， 所 以 


古方 程 (Z) 之 解 。 表 设 


也 是 方程 (如 之 解 ， 则 
\ at1) 


遇 上 
司 1 


=H 


sn 心 


定理 证 毕 。 
”下 面 我 们 讨论 对 一 类 特 瑟 的 有 法 的 转 强 阵 8 来 说 ， 其 对 应 的 
五 如 何 求 ， 

我 们 称 = (gt jE 是 可 约 的 ， 如 果 存 在 的 一 个 真子 
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集 F，FcCE，F 关 EB， 使 q; ;=0(iE 了 ，jEF)。 否则 称 9 是 不 可 约 
的 ， 

定理 4,19。 若 9 是 不 可 的 的 转 强 隆 ， 则 有 ， 或 者 B=N 《这 时 
五 =0) 或 者 ERR,C 这 时 = 177(1》)。 


证 雇 设 E=NU (CUR) 中 Ri 二 忆 ， NU (LJR。) 起 ， 则 


所 闻 工 


互 中 必 有 一 行 e! 五 是 如 下 形状 ， 


Ri NU CR) 
1 
( x 0 ), 
记 
R: NUCUIR.) 
Li 
_ R) ACty Bly, 
P(t)= | 1 
NUCU RS) ccp po) 
在 及 (1) = 开 中 到 前 面 指出 的 都 一行 得 
e' 及 PC)=1!H， 此 即 
CEY) BOCrY): 
Cx C1), o| j= 09, 
Cty Dr) 
所 以 


x (iIBC) = 0, 
但 荐 x1) 汪 0， 夫 而 BC1)=0， 邦 


A0) 90 
| ) 
CO D/C0) J, 
此 即 Q 是 可 约 的 。 定 理 证 毕 。 


定理 #4.20。 设 是 有 法 的 不 可 约 转 强 阵 ， 则 _ 
(i) a0=0， /0，U/ 所 (0D) 交 只 有 0 解 二 > HH= 0 
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《ii arQ=0, 2/ 之 0，&rEC1) 六 有 非 0 解 一 > 其 通 解 必 
为 Cr7，T7 0 Hz 一 ， 这 时 辽 =Trr。 
证 ”出 定理 4,17、4.19 妆 得 此 定理 。 


§5， 生 灭 过 程 


在 这 一 节 中 ， 我 们 将 要 研究 一 类 在 实际 问题 中 较为 常见 的 特 
殊 的 马尔 可 夫 过 程 一 生 灭 过 程 。 

假定 有 一 个 固定 的 服务 机 构 ， 来 到 该 机 构 请 求 服务 的 顾客 县 
有 下 列 规律 

《1) 时 齐 性 ， 郝 是 对 任何 f>0，a30， 在 [ae，a+ 虽 肉 来 到 


个 顾客 的 概率 vi(1) 与 4 无 关 ， 而 且 之 VAD)1: 


(23》 无 后 效 性 ， 即 基 在 Fa，a+ 蕊 内 来 到 8& 个 顾客 的 概率 与 时 
刻 & 以 前 曾经 来 到 过 多 少 顾 客 无 关 ; 
《3) 兽 通 性 ， 即 是 当 t 一 0* 时 ， 


HD= Dt) =000), 
RE- 


车 令 XX 是 C0，{) 内 来 到 的 顾 容 的 数目 ， 则 容易 证 明 ; PCX,,:= 
站 四 ,= 让 二 Vi:Ct)，( 当 80， 定 京 0iCt) = 二 0，PLh|M) 表 条 件 概 
率 ) 旦 下 述 P(D 是 转 概 阵 ， 


vet) vOtY 
eo-| 0 vi) | 

下 面 我 们 把 0.Ct) 算 出 来 。 出 时 齐 性 及 无 后 效 性 得 知 ， 

vt = 00 《0)。 
以 下 假定 0 之 vo(1) 之 1， 放 vo C1) 可 宸 为 ; 

vt)=e rt 0<kh<oo。 
对 k 宇 1， 剩 用 时 章 性 、 无 后 效 性 、 普 递 性 可 得 ， 

5 了 75。 


Ut tr =o vor) to CNV TY + oOCTY, 
(T0077), 


但 是 ， 
Vo(T) =e "=o=1—Ar+o(r), (rr0), 
HTT- VT = +o (r=0), 
所 以 


DO po, 1C1) — v1)) + 001), 


(TtT—"0) La 


头 此 ， 令 fT-*0 得 :《 直 焰 vi(1) 表 示 对 t 求 微 商 》 
避让 二 一 和 CD Tt 一 PIC CK=1, 2, 7。 
令 


PU, = Dum Crll) 
ek 
为 {w(t)，& 尘 01 的 苹 函数 ， 则 有 


99 TDN 1)D, 
ot Pe 


(注意 ， 出 定 至 3.6 知 总 [04C4) 21v5(0)|， 喜 过 项 微 育 是 合法 


的 。) 
即 是 

ET M1), 
故 logPet, x}—logBd0, r=Nx— 1)t, 
但 是 BC0, 2)=06C0) =1, (1x|<1), 
所 以 


se a hE) 
十 一 全 -1 emi 【 
(1, X=€ & 之 一 订 ， 


和 


,k=0), 


亦 即 vst) = 


从 而 其 转 强 阵 沪 
一 A DO 
oo 0 一 入 入 0 中 
如 果 我 们 假定 每 一 个 顾客 的 服务 时 间 T 上 服从 负 指 数 分 布 ， 
PCGT<o = , "0, 
1~-e™”, vy 0, 
则 有 
PrTiUut+t|TEe}=P(TSEU), 
上 述 等 式 的 直观 意义 是 ,剩余 的 服务 时 间 ” 仍 旧 服 从 T 所 服从 的 
负 指 数 分 布 。 

在 上 述 种 种 假定 下 ， 如 果 还 假 资 不同 的 琶 客 的 服务 时 间 是 相 
互 独 立 的 ， 令 了 ,是 时 刻 ! 此 服务 机 构 中 所 有 的 顾客 数目 , 则 可 以 证 
了 朋 ，PKY = 并 了 ,一切 一 Pit (ti 70)， 且 

P(t)= CP;, (1), ij0) 
是 转 概 阵 ， 
人 0 一 《0 
为 其 转 强 阵 。P*Ct) 不 易 算 出 ， 而 0 到 是 容易 算出 。 
由 于 在 Ct ,t+?) 内 来 到 8 个 顾 容 的 概率 vt 了 ?满足 下 述 关 系 : 
volT) = -N+tolr), (Tr>0), 
vt) =hT OC, (Tr0), 


- 


P= For) =007), (>0), 


址 二 到 


又 由 于 服务 时 间 服 从 负 指 数 分 布 ， 所 以 在 时 刻 ! 正 在 服务 的 & 
个 顾客 在 {+r 恰 有 i 个 濑 客 已 经 结束 了 其 服务 的 概率 wtT) 满足 下 
述 奖 系 : 


Wet) = 一 Er 一 RET+TOGE) (T+0), 


ea 77 。， 


Wt) = UDCzD)，(r->0)， 
fi 一 OCT (i>1, T=0)., 
甘于 加 ( 昌 与 扣 (T? 满 足 上 述 两 组 疯 系 ， 所 以 
Pps, ot) =1 ~AMT+OoC(T), (rr0), 
Di st) =1 -kit Mrtor, Cr-r0, Ks1), 
DigritT) = MT OT), CT-”0,. Kk20), 
CT 《TD kl1), 
pi, tt =00), (r=0, li-k|>1)., 
因此 
一 入 和 0 0 … 
网 0 … 
2 -| 9 24 -Gd+2p 和 了 
在 这 一 节 中 ， 我 们 就 要 研究 § 3 和 8 4 中 的 一 般 理论 用 到 这 
类 具体 的 转 强 阵 8* 上 去 有 何 更 深刻 更 有 具体 的 结果 。 例如 ， 我 们 
的 P* (1D 并 设 求 出 ， 邵 果 能 提出 8* 的 有 法 性 的 完 贾 条件， 那么， 
也 就 找 出 了 P*(C1) = P(t)》(P(1) 如 定理 4.3 记 构造 ， 只 不 过 把 8 代 
之 以 8" 而 已 )。 抽 如， 对 于 这 种 类 型 的 转 强 阵 , 其 t=?，m* =?， 
基 全 体 台 "一 过 程 如 何 构造 …? 
于 面 我 们 研究 的 转 强 阵 如 ， 比 人 "稍为 一 般 一 些 。 
定义 5,1。 称 具 有 下 述 形 式 的 矩阵 ; 


一 A ho 0 0 
OQ= HR Ch 0 
0 & 一 (Cs 十 Hz) ha 了 
A 0, 
hi 0 


只 1 避 
《 即 症 外 一 35 1, j=0), go,0 = ~ hy Qo; =hos do ,1=0, (Ci 


Ii8* 


22， 当 i 溢 1 时 ，8ir= 一 Ch +) i i ,i= 0 
Cj~i| 守 1) 为 止 严 过 程 转 强 阵 。 显 然 上 述 8 是 保守 的 。 

以 后 如 不 特别 吉明 ， 在 这 一 节 中 所 涉及 的 8， 均 为 生 严 过 程 
转 强 阵 。 

在 这 一 节 中 ， 我 们 要 把 $4 中 前 一 般 理 论 用 到 生 交 过程 转 强 
阵 上 来 。 四 
引 理 5.1。 给 定 实数 zz 这 zo 守 0， 及 [1 这 0， 之 0，(n>1)， 
用 递 推 公式 ; 

Znsl 2a = fr tt En 241) CH=1, 2, *') 

来 定义 { 志 ， nO} (最 然 0<z0<z1 攻 2 ) 则 50pz 达 oo 的 充 
要 条 件 是 ， 


EF DBfigrig oo, C5.1) 
mamlh-1 > 
证 全 Wi 二 2 1 一 4， n=0, 1, 2, *'', 
则 Ws = fn + Gary WR=1, 2, 
再 令 
不 
0 ns1), vo=0 
i920 ), vo * 
则 192 no = fi2n + OL nn 1 《开关 179 
即 是 
fz 
Oa Ul ， (R21), 
: 1'"" 0 
所 以 


TU 二 Wj 十 Bt 三 六 


因 比 了 一 间 Un 


一 8 一 2 9 


是 一 工 
丈 即 
sli9. 


站 = 1 1 —20) + > Fife+ 1°" "OEhy 《317。 


k=l 


必要 性 。 因 为 


Zari ~ Za DD fides ns 
和 = 1 


Zs ~ A121 fg,, 
所 以 ， 把 上 述 诸 不 等 式 相 加 即 得 : 
n 
FA fig 1 ty (m1), 
i—-1ih—t 


因为 zi1 0, Sup Zoo 所 以 


ww 了 
Dg go, 
t=1ih-i 


充分 性 。 因 为 


Snr4 Ln = 0 + DD fides 2 
1 


(gg + DB figersth)an (n>1), 
Rl 


所 以 ， 若 记 上 述 不 等 式 右 喘 括号 内 之 数 为 FE ， 则 有 


Zn 1 CF, + 1) Zn (MT), 
逐次 递 推 得 ， 
2 人 1 + FYCl + F.1d C1 th 2, 
D Pe 
Sze!t (n>1), 
车 > > fag oo, 《5.1 
nl1h=1 
更 有 fg oo, 


* 80 s 


刚 Sg 0, C5.2) 
n=l 
由 (5.1) 及 (5 ,2) 得 其 


> Fa< ce ， 
上 各 一 1 
EF 
但 是 zi M0"! (nn21), 
所 以 supz<ce。 


下 面 我 们 对 生 灭 过 程 转 强 阵 8 来 研究 空间 .好 :和 禅 4 

定理 5.1。 对 生 灭 过 程 转 强 阵 Q 来 说 ，m' 或 则 为 0, 或 则 为 1。 
而 且 下 列 三 命题 等 价 ， 

C1) 是 有 法 的 ; 

(C2) mm’ = 0 


cp 习 忆 阁 汪 全 


五 一 工 和 一 了 
证 ” 解 方程 式 : 
0 2， 2 > 人) 
邑 是 解 
CA 20 = 20 
MFAL+tHIDSL 一 此 12o + hs, 21 
Ch > 0), 2=| : |, 

CAF Rt Hs) en = Hn + ha als Zn 


ZV ， 之 三 习 。 
当 h, = 二 0 时 : 上 述 方 程 组 中 z, 忆 为 9，2z1 可 为 之 0 的 人 尾 一 数 ( 车 
2 一 0， 必 有 为 =0，P 池 0)， 而 谱 思 满足 : 
har sm 2 一 js 一 2 Cr1), 


iat+ 


当 , 守 0 时 : Zz 可 为 之 0 的 任 一 数 《 否 则 一 切 和 =0,)， 诸 乞 满 
足 : 


入 
2 一 忆 十 了 一 2o >2oy 
No 


A Rn — Zs) = + CZ — 2}, (R17. 
所 以 ， 无 论 和 = 二 0 或 者 和 ho 守 0， 痢 有 : 上 述 方 程 组 之 通 解 为 ， 
人 


入 日 
tl + Cn) R=1,2,"*, 


. 《5 .3) 
由 此 看 出 : 只 "= 0 或 者 1， 而 且 m* 一 0 即 

CN~OY=0, y20, yE Cm 
只 有 0 解 的 充 要 条 件 是 (5,3) 中 确定 的 {z;，n 汪 0} 是 元 界 序列 ( 即 
2(m))。 但 是 ， 由 引 理 5.1 得 知 : (5,3) 中 所 确定 的 {z,，n 这 0} 
是 元 界 序列 的 充 要 条 件 是 ， 


EA 


A ard (0) 
mh, ’ 


又 因为 @ 是 保守 的 ， 所 以 ， 由 定理 4.4 (iii) 及 定理 4,6 (二 ) 得 
知 ， 
吕 是 有 法 的 所 > 从 “一 0。 
至 此 ， 定 理 5,1 证 毕 。 
定理 5.2。 对 生 灭 过 程 转 强 阵 @ 来 说 ， 玉 或 则 为 0， 或 则 为 1。 
而 且 1* = 0 的 充 要 条 忻 是 ， | 
1 和 
1 pl 
证 解 方程 式 
CR AMT QI=0, tm0, elE0, >0), 


一 CO。 .. 


即 是 解 
Ct ee = (Ch > 0), 


"11624 


Ch = tt 1 C0), 
£65.44) 
其 中 
/= (00, fr, Ci, "is 
把 (5.4) 中 诸 式 对 # =0，1，…， 加 起 米 得 ; 
ChERo + 二) Chto 十 十 和 mn 
+ RG te + ont) 
= ha tt hm On CERT 
仍 加 一 《8 十 二 代 六 上 式 即 得 ， 


入 和 
Knt 1 一 Zn = 十 一 
Hm+ 1 Hm+ 1 


由 此 看 出 : 人 太一 0 或 者 1， 而 且 1?* 二 0， 即 是 

oO =0, Hi0, 0 EC 
只 有 和 零 解 的 充 要 条 件 是 ，{ 有 *，n 之 0} 蚌 无 界 序列 , 再 利用 引 理 5.1 
得 知 ，{a，m 送 从 是 无 界 序列 的 充 要 条 件 是 ， 


S 0 
后 一 1 Ha: 1 Hr Dori 


至 此 ， 定 理 5.2 证 毕 。 
当 x>0 时 ， 显 然 有 


Ce 一 Tm 1), (m12)。, 


5 b> A oo 


mi 和 -1 


< ~ Ht 1 一 
25 EE 人 


HF 


RN 有 
SE he 


wm 和 


1 


和 = EE 
Go) Ro Pers Har Rn+1i 


电 了 有 


于 和 ass ， 和 


< 一 一 5 
S55 tl Huts Ht 1 
<>T5 Mi 一 cao。 
"op DD Hara Hn+ 1 
所 以 ， 车 令 
和 
由 一 《HZ212，po=1， 
t ps wk 
R= 1 n 
之 之 he ” 
W= 卫 了 和 
但 一 全 页 Dn Heti': "Hs 
则 有 


a- 


nm Her 


5 ps Do, 


f= 


W= ToD er 


Ww 

由 定理 4.12 看 出 ， 对 一 个 保守 的 转 强 阵 来 说 ， 著 m+ 一 1。 则 
只 要 找 出 C4) 来 ， 其 全 部 4 一 过 程 就 知道 了 。 而 今生 灭 过 程 的 转 
强 阵 @ 是 保守 的 ， 所 以 ， 求 全 体 98 一 过 程 的 问题 就 化 为 求 9CU) 了 。 

下 面 我 们 首先 求 : 《在 加 之 9T) 

AO 0 YF0, JE 

的 通 解 。 

车 注意 
A- QV=0, y>0> 
缮 价 于 : 


84 = 


TAN 一 0 0 0 Ua 


一 R 上 和 十 用 一 和 0 po Yi1 
0 J 由 十 态 s 十 全 一 站 rt [由 Ha 
A , 
0 站 一 和 十 十 ni nl Hn 
= 从 (=>1)， 


Ya 
(sj, 


则 
< Oy=0, #0 
的 通 解 为 ， 
Yo A 
s(n) = 一 ， Cn>1)，yo 守 人 0, 
+ A 0 0 0 
一 一 和 0 0 
六 CN) 二 0 一 此 六 十 入 2 十 比 s 一 下 2 四 0 四 
0 0 0 一 上 入 十 六 1 十 1 


及 因为 ”<( 术 -QO)y=0，y 之 0，y 太 0 光 的 解 


可 


具有 性 质 ， 1 n>1)， 记忆 


AsM) 、 Ai 
和 


如 ns2), 
中 
所 以 
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lim A 

"2 A A 
艳 在 ， 记 此 极 腿 为 (和)。 因此 有 (四 之 co 二 >m+=1。 放 m+ =1 时 ， 
有 ， 

EU-Ou=0, y=0, ye Cm 
的 通 解 为 


yo 
(中 包 =- 全 te， (hn31), yo>0, 
故 有 下 述 
定理 5,3。 设 @ 是 生 灭 过 程 转 强 阵 ，x。>0。 若 R< oo ( 即 是 
m+=1， 亦 即 Q@ 蚌 无 法 的 ，) 则 
-Ou=0, 0, yECm) 
的 通 解 为 
Vo 
| ww (n>1)，Ho 守 0。 
信之 ， 有 
定理 5.4。 设 名 是 生 现 过 程 转 强 阵 ， 和 , 守 0。 若 研 之 oo ，《( 即 是 
三 =，7 出 
< 0 =0, /0, ED 
的 通 解 为 
在 一 《80， Ci 2 
各 CA3En 
此 1 下 


系 1。Qy==0 的 通 解 为 


Go 一 ;nl1)， 00 交 10。 
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Qi0 二 0 的 通 解 为 
&7 一 Wang1， Di, Ps2s 本 
证 Qy=0? 的 通 解 为 


1 
y=yo | 1 


Ho 
~ n>1). 


乃 是 显然 的 。 又 因为 
CT— QIy=0 
的 通 解 为 


p 


故 有 (0)==h…h%‰-1。 于 是 ， 由 定理 5.4 得 知 
a'Q=0 
的 通 解 
a = Cl, Pl, Pas **), 
定理 5.5。 设 是 竺 灭 过 程 转 强 阵 ，%o 之 0。 车 m* =1,《 即 是 
R<co， 亦 即 8 是 无 法 的 ， 亦 即 挟 ()<co,) 则 


yo Ch) 
BAY=| yO) | ya) = — 


CN) 
FA) 
WN) 和 CN 
证 由 定理 5.3 得 知 
< -Oy=0, OyE1 


， i] 


的 通 解 为 


oh hn 


:yn 
六 
-| y=, np1), Oy<1, 


7T87 9 


又 因为 hn 一 5c 时 ， 
CN) 
CE 
单调 上 升 到 4CX)， 记 以 ， 
EQ)y=0，0%VE1> 


的 通 解 为 
Ho 
ye =; be, Ch1)，0 1 . 
， Ol ml 人 Ch 
为 此 ， 
处 ( 人 一 中) 站 一 0，0<S3HSL 奖 
的 最 大 解 为 
Ho 
wo) y=  ， 《2 六 47 
: Xi 和 
Vo 二 一 1 
总 CD “ 
但 是 ， 
IOy=y, OyS1> 
与 


CAO =0, OEYEI 
的 解 相同 ，( 其 中 EC = QT+ De)7'S 如 定理 4.4 中 所 定义 ，) 而 
和 定理 4. 4 指出 FC 是 

Hy = yy, OyS1> 
的 最 大 解 ， 所 以 


gm 
gO = = [91 v=, nl), 
Ao 
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1 
A 

定理 5.6。 设 8 是 一 个 生 灭 过 程 转 强 隆 ，%,>0， 

(C1) 车 R= co (有 即 是 说 m+=0， 亦 即 9 是 有 法 的 )， 册 怡 有 唯 
一 一 个 9 一 过 程 ， 它 就 是 定理 4,3 中 所 构造 出 来 的 P(t)，F (1) 
满足 CB) 和 CF)， 

《2) 车 有 民 一 co 《 即 是 说 m+ =1， 亦 即 Q 是 无 法 的 ), 则 全 体 9 一 
过 程 为 定理 4,12 中 所 确定 的 多 1( 注 窟 ， 这 时 名, 中 出 现 的 开 和 已 
经 在 定理 5.5 中 算出 来 了 )。 此 外 ， 人 光 1 中 的 一 过 程 按 它 是 否 其 有 
CB ，CF) 和 不 间 靳 性 来 分 类 的 话 ， 还 有 下 面 的 习 : 


Ho 


不 间断 ，、(B;)、(F0) 的 个 数 
间断 ，(B;)、《Fi) 的 个 数 


不 间断 、(B;)、(Fi) 的 个 数 


间断 、(B 7、( 了 EN) 的 个 数 
其 它 奖 型 的 个 数 


附注 ，(CFF;》 代表 不 渡 足 (FD) ,本 如 ;“ 间 断 、CB0 (天 DO)" 代 表 间断 的 满 
是 (Bi) 和 不 满足 (Fi》 的 Q 一 过 程 。 

证 为 证 此 定理 ， 只 须 注 意 下 列 几 点 ; 

C1》 由 命题 4.7， 此 上 时 性 一 8 一 过 程 都 满足 (8)， 

C2》 当 民 < 之 co 《 即 m+ = 1)》 时 ， 由 命题 4.12 知 ,满足 (DB 的 不 
间断 前 一 过 程 有 无 穷 多 个 ， 满足 (8.) 的 间断 的 9 一 过 程 也 有 无 
穷 多 个 。 

《3)》 当 尺 ee， 钙 =co ( 即 m*:=1，V=0, 亦 即 8 无 法 且 1? = 
0) 有 时， 由 定理 4,11， 渍 足 (Fi) 的 Q 一 过 程 叭 一， 而 且 它 是 间 源 的 。 

C4) 当 及 < 之 co， 了 分 之 oe ( 即 m* 一 1，I+=1》 时 , 由 定理 4.11， 


sig 


满足 CFD 的 @ 一 过 程 有 无 穷 多 个 ， 愉 有 一 个 是 不 间断 的 。 
下 面 我 们 来 计算 生 灭 过 程 转 强 阵 & 所 对 应 的 
H limP (Cf), 
首先 我 们 证 明 一 个 引 理 。 
引 理 5,2。 设 Q 是 任意 一 个 元 法 的 转 强 阵 , 《不 一 定 要 求 8 是 生 
灭 过 程 转 强 阵 ，) 则 
HI1*1. 


证 如 命题 4.1， 造 转 概 阵 
从 E 


P(t)= 


~ | 1 
E :et 


0 加 
]en = Fy, 
Pct) 
则 有 
HI =limP (1)= _ 
Fr dtocy HH 
其 中 dkco)=limd(1)。 册 命题 4.1 的 附注 得 知 d(1》 对 1 来 说 单调 
非 降 ， 又 因为 @ 是 无 法 的 ， 所 以 了 CDI 二 1， 亦 即 4(1) 寺 0， 更 有 
dKceoys 返 0。 但 是 ET<1， 开 1<I， 所 以 了 Ts 
定理 5.7。 设 只 是 一 个 生 灭 过 程 转 强 阵 ， 和 >>0。 


《1)? 车 六 p=co， 则 J 开 = 0; 


下 王 站 


(2) 着 互 pn<co， 忆 FT 一 co， 则 


R= 


_ =-1 
HH = 了 Try， r=(Ep,) (Po PP2 ee 
要 一 只 


(3) 车 六 pu<<co， pe 二 co， 风 本 0。 
N=’ ne 0 nn 
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证 1) 因为 了 OO =0， 而 由 定理 5.4 系 1 得 知 2 如 =0 
的 通 解 为 
E 一 Cogdl， D1, Poey 3 《注意 po =1)， 但 是 ， 而 今 


Hl =， 所 以 =0。 


= 


(2) 由 于 怠 二 = co， 


所 以 
wl 总 - 
R= 之 Mnpn be 


亦 即 8 是 有 法 的 。 叉 因为 
> Deos 


n= 
所 以 ， 由 定理 5,4 的 系 1 得 知 
oO=0, et/0, C/EOP 
有 非 零 和解 。 而 今 @ 又 是 不 可 约 的 ， 记 以 ， 由 定理 4,20 得 知 ; 必 有 


过 = 177, N= _1 《Po Pis = ), 
之 p 
n= 
《3) 车 
并 和 <oo， Dp 0, 
n=0 人 


则 


x<(B < 


因此 8 是 无 法 的 。 所 以 由 引 埋 5.2 得 知 
Hl1*1, 
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但 是 ， 而 今 8 是 不 可 约 欧 ， 扬 以 由 定理 4,19 得 知 :， 于 只 有 两 种 可 
能 ， 或 则 玉 =0, 或 刚 开 = Ir，x!1=1t。 可 是 ,我 们 已 经 证 明 I1t 
关 13， 所 以 =0， 

定理 5.8。 设 如 是 一 个 生 灭 过 程 转 强 阵 ， 而 且 ko= 0。 令 


此 1 KH 
= 十 人 Le 
YI RR 


0 1 Hy se 十 用 
le 《H 闻 )。 


《12 着 ?= co， 则 


1 0 0 
=|[1 0 0 …| 


《322 若 Y< cc， 则 


1 0 0 
站 中 
天 = yi 0 0 , 
yi 0 0 
证 令 
HH =Cm, i120), 
则 由 
HQ=0 
得 
Ti Hi=0, Ci 0), 


— Ki Ch t+ 元 Tar 一 0， (0 
EE Msi 一 TT inChn + i,) 十 int iHns 1 =0, (HH.2), Ci 0), 


由 和 >0， 自 人 0， 《ET1)》 得 知 
让 1 一 0 (i>0, j21), 


及 因为 go 一 %a 一 0， 所 以 ， 由 引 4 淮 转 概 阵 性 质 677) 得 知 ， 对 
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任何 @ 一 过 程 PCb = (pitD，t FE0) 来 说 ， 恒 有 
po,ott)=1. 
更 有 0,0=1, 
总 上 所 述 ， 我 们 得 知 开 必 为 下 述 形状 ; 
1 D0 0 0 2.: 
让-jcnn0 0 
gs 0 0 0 2... 


下 面 我 们 就 来 算 a,，《n 宕 1)， 
由 定理 4,18 得 知 


G1 
-| 是 <ol ， )- (0, 0&y<1> 


的 最 小 和解 所 对 应 的 zy。 上 述 方程 式 即 ， 
一 (Ai + tA = 0, 
ba ~ Ch Un Asn 1 = 0, (n>2), 
D1，(n1)。 
解 上 述 方 程 组 得 ， 


Wt!=— (天 + 了 。 + RT 


让 Fle ,Ps “+ 六 
+ 区 + Dy m1. 


窝 0 志 过 1]，Cn 宕 1)， 必 须 而 且 只 须 ， 


<y el, (>1), 


其 中 


六 + "rn 
"={1 二 一 -一 1 十 ，* + Rh ). 


所 以 
多 193F* 


(GD 当 Y=lim 加 = oo 时 ， 
1 

<Q( )=0, O01 
yy 


的 最 小 解 为 1， 故 a = 1 
《22 当 y<cce 时 ， 


1 
el y ) =0,， 0y 和 1 光 


的 景 小 解 为 ， 
1 
2 
yp 
甚 中 
#0 = 记 ( 如 2 + Pit 4， ), Cn1), 
he nt+1 
故 
vy? 
-| U3 
下 和 我 们 到 研究 生 过 程 转 强 隆 。 
定义 5,.2。 称 下 述 形状 的 矩阵 ， 
A, A O00 
A MO 
0 = 0 0 hk, hs Ch 0 i>0) 
为 生 过 程 转 强 阵 ， 


定理 5,9。 对 生 过 程 转 强 阵 @ 来 说 ，m* =I 或 者 tm* =0, 而 且 
m+* 一 0 即 是 QQ 是 有 法 的 充 要 条 件 是 ， : 
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mm 


了 


i=0 Mi 
证 和 解 守 (WI)4=0，0Ey1 疹 。 因 为 
CM— Oy=0 
即 是 
(Ch + hn Es hdl 1 = Os Cn 0), 
所 以 
r= (+ 二) 一 = (T+))y, tn 0), 
因此 ， 裤 Cy 0，0 太 Jy&1 效 仪 有 零 解 的 充 要 条 性 基 ， 
HI (+ 元 


发 衣 ， 或 等 价 地 说 也 半 _ 发 散 。 又 因为 @ 是 保守 的 。 所 以， 由 定 


理 4.6 及 4.4 得 知 ， 是 有 法 的 充 要 条 性 是 攻 以 -y=0,，0<y 
1 交 亿 有 堆 解 。 而 且 从 上 面 我 们 还 看 出 mi 只 能 为 1 或 者 0。 至 此 ， 
定理 5.9 得 证 ， 
定 环 3.10。 对 生 过 程 转 强 阵 & 来 说 ， 产 恒 等 于 0。 
证 ”因为 
uM 一 总 下 
即 是 。 
Goht ho) = 人 0, 
— dohy + Hh+ hi = 0D, 


一 0 


所 以 4 一 《0， 0， “Ds 更 月 ; 
: cai 0) 0. ar0, gE (DD 


nl9se 


只 有 零 解 ， 亦 即 让 = 人 0， 
定 还 5,11。 若是 无 法 前 生 过 程 转 强 阵 , 则 5CX) 可 算出 如 下 ， 


Bo CN 
HOM) = (A) 
: 3 


入 本 44-1 入 
一 1 i 
hb) =1— 六 pri II Fi 


| 二 


证 如 定理 4.3，5C%) =1 一 和 RR CA)1, 


RO)= RC), 


[| 
RC = ITPA + DY)!, 
HA) 一 《7 +D)!S, 


所 以 
1 oo 0 
和 十 0 和 0 
n=| oo 1 | 9 0 A 
A 十 高 1 : 
ho 
0 Fri 0 
= 和， 
9 0 3 
+ Ei 
五 列 
2 
0 0 0 CAMO 0 YY 
| 呈 hi hs sr 
mmolo na 0 0 [EE 
0 个 0 0 0 一 
| 


3 3 二 
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因此 ， 
RCN) = TI CM) CN + De ! 


和 
0 0 0 0 
hth) th + hn) 
和 a 
=|0 0 0 0 全 十 + hn) 
0 0 1. 0 0 0 


故 芝 ?是 如 定理 5.11 所 指出 的 。 
定理 5.12。 设 QQ 是 生 过 程 转 强 降 ， 


(D 车 于 闫 =o0, 即 是 Q 是 有 法 的 , 则 其 0 一 过 程 是 叭 一 的 ， 


它 就 是 R (3%). 


(2) 车 号 守 <%， 即 是 im* =1， 则 其 全 部 0 一 过 程 为 定理 


4.12 中 所 确定 的 多 ;。 生 这 时 多 = 多 1 多 之 定义 亦 见 定理 4.12)， 
证 。 而今 Q 是 生 过 程 转 强 阵 ， 所 以!+ =0， 亦 即 儿 ;内 有 零 解 ， 
所 以 由 I 及 TT ,之 定义 得 多 = 多，， 
如 果 我 们 仿 黑 生 灭 过 程 作 表 的 话 ， 我 们 有 下 才 : 


不 辣 断 、( 下 站、{ 卫 妨 的 个 教 
河 新 、《tB1)、{ 了 了 0) 的 个 数 


不 间断 、(B 。(EA) 的 个 数 
间断 、(B,) 、( 下 ) 的 个 数 


其 它 类 型 的 个 数 


86. 分 枝 过 程 


考 庶 一 个 反应 堆 ， 假 定 在 开始 时 有 NN 个 质点 。 由 于 它们 相互 
碰 挤 及 外 来 质点 流 的 束 淖 ， 这 些 质 点 可 能 分 裂 ， 我 们 近似 地 假定 
其 分 型 服从 下 述 规 律 ， 

(1) 各 质点 的 分 裂 情况 是 相互 独立 的 ; 

《2) 各 质点 的 分 裂 情况 与 该 质点 的 历史 无 关 。- 

如 果 我 们 令 X 为 时 刻 # 该 反应 堆 中 竟 质 点 数 ， 易 证 PCX.:，= 训 
六 ,二 门 二 DiI(f) 不 依赖 5 宇 0， 此 外，P(Ct)=={pii(1》， i 0) 
还 满足 下 列 方程 组 ， 


Diitt) = > Tpitt), 《0 i>>0, ij 0)，, 
i f=1 


i 
Po tt) = ,7 


6.1) 


定义 6.1， 满足 (6.1) 的 ( 谁 ) 转 枝 阵 PC1) = CP;.1C10) ,i,， j=0) 
称 之 为 分 枝 ( 稚 ? 转 颖 阵 。 
命题 6.1， 对 分 枝 准 转 福 阵 Pt?) 来 说 ， 晶 = (9 门 = 了 PC0) 满 
足 ， 
0， jci-1l 
gi;,1 一 { ss 
T GT 了 
证 ” 若 注 意 (6.1) 及 
lim pr (1) = 0 


《6 .22 


即 可 得 ， 
lim .于 二 下 开间 -lim TP 
1 十 上 一 日 十 i 
— lim 站 -2 . = — igi, 
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Ts] 时， 


i 
lim piiCty 一 lim 1 (3 Howe 


YY ot 了 ji 
+=1 
{OTD DD) i, 
0 ， ji 一 1， 
={ 1 it 1s ji—1, 
0， j < 一 1。 


定 尺 656.2。 设 吕 = (gp 忆 jj 六 0 是 一 个 转 强 阵 ， 如 果 它 满足 
(6.2)， 则 称 只 是 一 个 分 枝 转 强 阵 。 
由 命题 6.1 着 出 ， 对 任何 分 枝 准 转 释 隆 来 说 ， 如 果 p51.(0) 
> 一 co， 巡 和 BE)， 则 其 转 强 阵 是 分 枝 转 强 阵 。 
在 这 一 节 中 ， 我 们 首先 研究 分 枝 转 强 阵 & 的 @ 一 过 程 问题 ， 
定理 56,1。 对 任何 分 校 转 强 阵 Q 来 说 ， 恒 有 1* =0。(Ci? 的 定义 
见 命题 4.4,.) 
证 考虑 a COI-98)=0， 即 是 ， 
和 0 0 
—dic hd 一生 
{Ro GL 0 2g, A-2g, =0, 
{6.3) 
《1》 若 41.o0=0， 则 (C6.3) 显 然 只 有 零 解 ， 所 以 1? =0, 
(2) 设 g1.0 记 0， 令 g1 王 一 i114 由 于 湖 ;( 定 义 见 命题 4,4) 的 
维 数 不 依 赖 于 >0， 所 以 下 面 对 k= 291,0 六 0 来 解 (6.3), 若 (6.3》 
有 非 负 非 零 解 /= (ee，&i，…)， 则 


1 


Ot = CI 0 《站 一 IJ qf. 1 — CR— 2)g1, st s 


— lt he] 
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人 一 ECh~ 90 1 ~ Ch 2 ds 


1 
Ri 


一 人 11 二 Ce] 


I 
C= + ha 
241 L9341 1] 


因此 ， 
Eo 站 元 [i 0 
+ RD( 全 ~ 和)a， 
+ 0 
和 


和 a 0 1 并 
+ 上 可 
> (3 之 Fr) 91.6 有 * 
+ (一 1 一 ai ， 
~ 全 :一 Qis 一 可,s 
十 2 人 


在 一生 


十 ，…， 十 


Ci 一 量 a | 

3 1 

和 * gi ) 
十 


ee go 
di,n 之 i+1 10 天 下 
A 


E d+ + 二 gina | 


>( 


十 


EE 三 直 
_0 十 ja - , 
2 之 it 之 : Di+ Za 


j= 1 了 十 于 1-1 


* 200 4 


C6.4) 


在 t6.4) 中 对 -co 取 极 限 得 ， 
ti 
Se> SE Sa, 《6.52 
两 2 = ao ti oo zz0 es0 所 以 (65) 只 能 当 


之 “ = ec 才能 成 立 、 这 就 说 明 ， 


女 W IT 一 已 ) 一 0，0<ey EC 
只 有 零 解 ， 亦 即 六 =0。 
王 面 我 们 研究 空间 .& ;的 结构 ，. 妈 :的 结构 比 2 复杂， 
写 理 6.2。 设 电 = (9 ij 基 所 是 一 个 分 枝 转 强 阵 ， 令 


js) = 之 guiah 《ss1) 


为 其 母 蓝 数 。 

《1) 车 乒 缮 是 时 次 和 多项式， 网 总 有 mm+ = 0， Cm+ 的 定义 见 命 题 
有 478 

《3)》 洪 名 保守 ， 则 m* = 0 的 充 要 条 件 是 ， 对 任何 s>>0， 积 分 


| FH 


发 散 # 
(3) 车 所 非 保 守 ， 则 m+ 一 0。 
证 (2)>、(3) 请 参见 [20] 引 进 12.7.3 和 引 理 12.7.4。 
现在 证 明 (1)。 不 妨 设 39: = 一 ,1 之 0《 殿 则 ， 对 一 切 i,j=>0， 
都 有 991 二 0， 从 而 
(MT -QF=0, (> 
即 为 My=0， 人 这 0)， 若 mm! 一 0)。 
考虑 方程 式 ， 
CT — Oy= 0, 
即 是 
“。20T * 


yo 
dioto + C+ OV ~ dys A Ys ~ =0, 
— P90 + C+ og ys ~ 201 .ads — "=0, 

— 391. ogg + Ch S99Hs 一 … 一 0 


yo 
证 -人 
W 


,… 中 第 一 个 大 于 0 者 为 只 1 考虑 上 述 方程 中 第 KK, +1 式 ,发 现 必 有 
n 满 足 


1 本人 和 必 有 go =0, 令 gD:， 


M+EK Sn>K, 


使 得 
大 十 站. 如 1 
~ :1 
Hn Kg YELLe C6.6) 
雇 设 对 一 切 关 + 长, 宇 1 之 久 |， 均 有 
NA+.ql 
Un Ki Ugie CB.7) 


苇 注 意 1(5) 是 M 次 多 项 式 ， 则 发 现 第 (六 , +1) 式 即 是 


{ht Eg ~ Kgiyriti "~ Kg vernw1= 0, 
由 (6,.7) 及 yxi 记 0( 从 而 必 有 菏 一 个 4d1.x 汪 0，(C 及 渤 1) 得 ， 
CTEA Di — Kd dr — ee Kg, nHRLrML 
Kig Kgqy 
+ Kg ， [1- 1d1.2 _,.,, 1 2 | 
1917b'K1 Kg Kgq, 


ATE.q rg 0, 
此 为 不 可 能 ， 庚 以 C5. 人 成 立 . 
令 
Ks=minfnly > a., M+K>n>K,, |。 
Kiq 


C8, 8) 
再 考察 方程 组 中 第 K, + 1 个 方程 式 ， 仿 上， 发 现 必 朋 ne 满足 
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村 十 大， 注 也 人 > 下 2) 


所 > 和 二 天 ai 


下 > 好 


Ks = min| nly, > ty res M+ n>K,, | 


如 此 继续 下 去 ， 我 们 得 到 一 捉 严 格 上 升 的 正 整 数 { 下 o。， 了 到 莹 1} ,使 
得 ; 
0<Kn,— HK -1 (Ct 7), 


而 且 
+t Knog ) 入 十 扑 181 
反 mt Kg K 1 Jaua 
=yxri TI (i+ oy, 
JI 一 
入 
a 一 一 - 和 
其 中 1 Kijgl 


如 果 能 证 明 。 节 p= co， 则 {4，&>1} 无 界 ， 从 而 m+ 一 0， 事实 


上 ， 岂 于 
KEK + mM, Cm>1), 


六 以 
ce 1 
之 六 一 (下 )> 卫 之 K+rmM’?’ 


夫 亚 下 = 
而 仿 K,， 于 ,4 均 为 常数 ， 破 Eo. 定理 得 证 。 


现在 我 们 问 ， 任 给 一 个 分 梳 转 强 陈 9， 分 村 0 -一 -过 程 是 否 
存在 ,，《 即 是 满足 66.1)》 的 @ 一 过 程 )? 如 存在 ,是 否 唯 一 ? 
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定理 5.3。 任 给 一 个 分 校 转 强 阵 吕 = C411，i、j 字 0)， 令 A(8) 
= 可 04.44 为 其 全 画 数 ， 则 
(1) 任何 一 个 分 枝 0 一 过 程 PCt) = (pi,1(1),i,i 字 0) 的 母 肖 数 
FO, z)= Ep (lzj1<1) 必 满 尼 
(jz|<1，f30)，《6.9) 
FC0 zy =¢, 


《从 而 景 多 具有 一 个 分 配 日 一 一 过 程 》， 
C2) (6.9) 的 解 FCt，z) 是 分 枝 8 一 一 过 程 的 二 函数 的 充 要 


条 件 是 ， 


| fF, 7)), 


自 
Hx Ft, 20) >0, FO, DL, (>0, kh>0), 


《6.107 

(3) 对 任 一 分 核 转 强 阵 B8， 人 恒 存 在 唯一 一 个 分 枝 台 -一 过 程 , 它 
误 是 定理 4.3 中 的 最 小 9 一 过 程 。 

证 《3) 即 是 [20] 引 理 12.7.1。 

下 面具 证 明 (1) 和 C2)。 在 证 明 (1)、《2) 之 前 我 们 此 证 明 儿 个 
引 理 。 

引 理 6.1。FCt，z) 决定 唯一 一 个 分 枝 淮 转 概 阵 Pt) = 
(pikt3》 使 它 滞 足 


F (i, 7)= PPuittyeri (ft>0, |x|<1) 
了 一 下 


的 充 相 条 性 是 ; 
ci) F(t，z) 在 ! 守 0,1z|< 之 1 上 定义 而 且 是 (t+，7) 的 二 元 连续 
冰 数 ， 此 外， 固定 >0，F(Ct,，) 还 在 |z| 过 1 内 解析 ， 


Ciiy FOO, Tx, FCf, el, (SF, 2 ) >, 
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日 kw 


(Cts0, kh20)s 
Ciiiy FCs+t, z=F(t, FOs, 2)), G0,t30, |7|<1)s 


自 
Gv) lim (号 rFG， 要 ) -有 5 《8> 9。 
证 必要 性 。 设 PCt)= 《p11)) 是 一 个 分 校准 转 概 阵 ， 
FCt，z) = 可 D4，(|z| <<1，t 源 0)， 则 显然 FCt， 芭 满足 
i-0 
GQ)，Gi)，Gv) 下 面 证 明 Gii)， 


Flstt, = SDs tit)! 


i=0 


= DD SPLatOD CT 
Es 


oo w 
= 也 六 pe DS lr en 
了 = hn -1 


之 j=i 
-1 


= DPDiettFCs, EO 
玉昌 


=F(t, Fls, x)), 
充分 性 。 念 
Fit, 2 = Dp Ct20, |z|<1)., 
往 证 PC = (p14Ct)》 是 一 个 分 枝 淮 转 概 阵 。 事 实 上 ， 由 (Cii》 得 
PO) 这 0，PCH)1 亏 1。 由 Ciii) 得 


Dp;iils+ tr = PiCs+ t, x) 


= {FCs, Fet, wo 
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一 pS, 2) 


了 ~ 日 


= EP (sy SD pra) 


肛 一 0 
= > (5 DiCPintO)z, (0), 
hk-0 i-0 
此 邑 
Ps+ y=PeOs)PCt), 
由 (Civ) 可 得 
lim Pt 一 了 
由 PCt) 的 定义 立即 可 以 看 出 POD) 满 足 (6.1), 至 此 避 理 6.1 证 毕 。 
引 理 6.2。 设 Q 是 一 个 分 枝 转 强 阵 。FCt，2) 决定 唯一 一 个 分 
枝 9 一 过 程 PCf) = (pi 1)) 满 足 | 


PO#, x) = Dp, C0, Iz|<1) 


的 充 要 条 件 是 引 理 6.1 中 的 Ci》 一 ciii) 和 和 
Ea 
Civy* ( 羡 - St, 2) ) = 局 gine 


了 -和 


为 了 证 明 引 理 5.2， 只 需 注 意 Giv) 政信 了 OW)， 由 出 引 理 6.1 
立即 得 到 引 理 6.2。 
引 理 和 ,3， 设 如 是 一 个 分 棱 转 强 阵 ,PC 是 一 个 分 核 0 一 一 过 程 ， 


F(t, x)= Fp)s, fC8) = ars, 财 当 At->0+ 于 有 
i'=1 


i=0 
Filf + At, 2)=FCt, FY+ FFCOE, 2)) At + oC AND., 
证 “出 于 FCt， 切 在:z| 之 1 内 解析 ， 所 以 当 |1z| 过 1 时 有 


TD EDD D0 -ht Dm, 
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车 注意 
lim jf ~ DO -hr =0, Cxl<1) 


及 SpA -2 (Cf20) 


i=0 

则 可 得 ， 
OO FCs, sz) = SpO hE 1) zs 
ot Oa § 过 i, 


在 ! 关 中 |z1<1 连 续 ， 所 以 


of Oo _0 ， 
Br Br i 7) = BaF Cf, x 
因此 ， 
dr 日 二 fn 
(Be Br rt 5) = C0), 
此 即 


(WFO, 1D) =。 
所 以 ， 当 4t->0+ 时 有 
Ftt+ At, =P At, Ft, x)) 
= Prt, x + FOFCE, TI) At+tOC AL), 
至 此 ， 引 理 6.3 证 毕 。 

现在 ， 我 们 利用 可 理 6.1 一 6.3 来 证 明定 理 6.3。 

证 由 于 (3) 在 |s| 过 1 内 解析 ,所 以 方程 式 (6.9) 惟有 唯一 一 
个 和 解 FCf，z)， 而 且 FCt，2) 在 |zx| 之 1 内 解析 。 因 此 , 为 了 证 明定 
理 6.3， 只 须 证 明 两 点 : 〈1) 任何 一 个 满足 四 理 6.2 中 的 条 件 的 画 
数 都 是 46.9) 的 解 : C2》 如 果 C6,9) 的 解 FCt{，zx) 满 足 (6.10)， 则 
FC1，2) 确 定 唯 一 一 个 分 枝 Q 一 过 程 PCf) = (Pi:(1))， 使 ， 


Ft, Xx)= SDLAID 《0 [|r[1). 


jieD 
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《1) 可 以 从 引 理 6,3 中 直接 得 出 。 下 面 证 明 (23 设 F6t,z)? 是 
(6.8 的 解 ， 风 FECH， 2 显然 满足 引 理 6.1 中 的 (i9， 至 于 (iiity， 著 
令 

gt)= FCst tf, x g(tI= Ft, FOCs, 2)), 
则 9:，9: 均 为 
名 全 = AgCD)，(tz0， 


(0)=F(s, 
的 解 ， ot oe Ct 宕 0)， 亦 即 Cii) 成 立 ， 
又 因为 


-区 浊 议 PCb 4) ~ -EfR, £)) 
在 t 和 x 充分 小 的 区 域 上 连续， 冤 
i] 
( 计 < (四 »)).. (Bf, 2))) 


= (Or fn)) ,= ds 


Ch=0, 1, -), 
此 即 civ3* 戌 立 ， 最 后 骨 于 FC0,2) = 二 x 及 (6.10) 知 Ci 成 立 。 由 引 
理 6.2 得 知 {22 成 立 ， 歼 定理 得 证 。 
例 6,I。 令 日 = (go， 让 1 的 是 一 个 分 枝 转 强 阵 ， 且 念 
dn o>0,9.2 = b>0,91= (at+5) ,=0,0 8), 


f(s) = Favsi=a- Cor bys+bs?, 
i=0 


解 
人 ee 2)), (zl<1l, t>0), 
得 ， 


站 


I _ 
1 -ar Ca=b), 


GCTIL 一 工 》 十 《bx 一 aye nt 
pel— rm) + Cbr— oe mt 


容易 看 叫 ，FC(t，2) 确 定 了 唯一 一 个 分 核 9 一 过 程 P(1) 满 足 


0, = (ab) 
a=*eb), 


F(t, 2)= PD DIE (zl 0 
了 一 由 


由 定理 6,2t1)， 知 x+ 一 0， 允 因为 现在 的 如是 保守 的 ， 所 以 
由 定理 4.5 得 知 8 一 过 程 是 唯一 的 ， 它 就 是 tf。 
下 面 我 们 要 研究 不 同 的 主题 了 。 


定理 6.4。 设 Q 是 一 个 分 枝 转 强 阵 , fz) = 这 41x! 为 其 母 函 
f= 


数 ，PE) 蚌 分 校 昌 一 过 程 . 
《1) 车 Cz) 二 0， (1x| 所 1)， 则 下 乓 三 六 (i>0)， 更 有 
limP(t)y— IJ; 


C2) 若 ACX) 志 0;， 《2z| 委 1)， 《从 而 qi, 1 之 07 
则 
100 
HzlimPC -I 0 
tm p* 0 0 


其 中 p 是 
fz)=0 | 

的 景 靠近 0 的 那 一 个 非 负 根 ， 而 且 (1) 守 0 时 Pp 之 1， 特 别 地 ， 当 

fC1) = 9 了 时，P 一 1 的 充 要 条 忻 是 1 51) 专 0， 其 中 


ft1)= qi, 
站 = 工 
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证 (1) 令 FO, = 了 pz 30， 1z| 生 1) 为 


PH 的 母国 数 ， 著 乒 四 =0，(|z[ 魏 17， 网 由 定理 f,3 得 知 

Ff, £2)=9(r) Cixi1) 
不 依赖 + 字 0， 但 是 FC0，zz) 三 5， 所 以 

Pity=1, 

(C2) 设 PCOf91 二 1(Ct 守 0)，fez) 寿 0,，(|z1 志 1)， 则 负 ,之 0， 

所 以 D3,1CiD 竺 1，(t 守 0)。 但 是 P11C0)=1， 因 此 , 必 存 在 fo 于 0， 
使 p1, 1.10)<1。 令 P* 二 Pt)，{X,，h 宇 们 是 以 P” 为 畦 秽 陵 的 
可 数 状 态 的 时 齐 的 马尔 可 夫 链 。 由 piicfoJ<TIT 得 知 必 有 
Piolto) 六 0 或 者 Pi(io)>0C 对 基 一 个 ,>1)。 若 P16 (Ct,) 守 0 
由 对 ft:1 有 


卫 (NN U {== 订 [Xo = 让 


=1-P (UN {Xi |X, = 


n=mlme"n 


<1-P (UN {X=0}|X, =i) 
n=1m-n 
i- botto d=1~(tp, oto il, 
若 PC)>0，Bpi olt0)==9， 则 对 i 汪 1 也 有 


PF (N UJ {X= |, =i) 


HIMm=n 


<1-P(U) 门 {2h 放 | 站 ,= 让 


有 叫 卫 本 一 塌 
A 《pi nC tod) 1, 
所 以 ， 只 槛 plcCtoD<dtl， 就 有 
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P( 门 局 fen)<D GD。 
因此 ， 由 第 一 篇 定理 4.2(I1) 得 知 : 


limnpp:0=0， (0, js1), 


其 中 Pr"=(piy, i, j=>0). 
但 P”*=PCntoy， 扬 惧 ， 若 令 五 = (m7，i，j 汪 0)， 则 必 有 Zii=0， 
(i>0, j=>1), 

若 PCH)1 寺 1，(1 守 0)，f(2) 志 0, 《|7x| 之 1)。 基 于 合 题 4.1 司 
样 可 证 Tj=0， (i>0，j 宇 1)。 

下 面 我 们 证 明 p 是 f(x) = 0 的 最 党 近 0 的 一 个 非 负 根 。 

由 于 "C2) 在 [0，1] 上 非 负 ， 所 以 #5) 在 [0,1J 上 基 向 下 品 的 
函数 ， 因 此 xz) =0 在 [0,1] 上 不 会 多 于 两 个 根 。 念 是 其 rz = 0 的 
最 靠近 零 的 一 个 根 ， 

Co) 车 =0， 即 是 F0)=0， 由 


和 = F(t,0) = fFCE,0) = fp 61)) ,Ct20), 


Pict0)=0 
6.12) 
得 知 D1.o() 寺 0，{1 守 六 ， 更 有 
Ti,o = limepy CE 和 一 全 一 和 {11), 


05) 沙 h2>0， 则 大 07>>0， 所 以 

HO0, (0<e<h)。 
显然 ， 

Plotst tp .oCtIpo oC) = Pf), (C30, 0 
此 即 PDs,6C1) 丰 [0，co) 上 是 1 的 单调 上 升 苑 数 。 令 

p=limp1.o(t) =sup pi,o lt), 
由 定理 3.6 及 (6.12) 省 

0=Hmpi,o C= limflp,. t= AP)。 
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所 以 n>\. 
诬 浊 Pp 汪 入。 则 必 存 在 A /ECh，P)， 使 fh) 之 0。 查 是 p10C 站 是 1 
的 连续 函数 ， 故 劣 有 ft/ 使 Pioti 仆 =A。 故 
Piogt = Fp; yt)) = 7) 0, 
这 与 Pp; .6o( 由 在 [0，co) 上 单调 上 升 忒 盾 ， 冤 Pp 一 入。 显然 
To limp o tt) = limtp1 ot)) =p, (i>0), 


最 后 我 们 证 明 ，p 与 1 口 ) 的 关系 。 

Cao) 设 产 (1?>>0。 出 于 A) 志 0， 所 以 必 有 0 之 Xi 之 1， 使 
fOD<0, 而 (0) =o 守 0，f(7) 在 [0,1J 上 是 巡 续 函数 , 新 以 ， 
必 有 Nl， 使 fA) =0。 故 p<]1。 

《6) 设 产 (17<0，F1)=0。 则 当 zE5C0，1) 时 有 


NOD= Di lf D0, 


雇 设 C90) =91.6。=0， 刚 
Gui+23 2 t= f(D), 
而 1(1)=0， 即 且 
d+ .2+ "= 0, 
所 以 
diz + is =0, 
但 是 dj 1 宇 0，G 宇 2)， 所 以 qj.1 王 0， (i 宇 2)， 因 此 由 11)= 0 得 
gi 王 0。 这 上 与 (2X) 二 0( 从 而 和 ,1 过 抑 这 一 假设 六 请。 所 以 
fC0) 半 0。 再 注意 站 C) 寺 0，CIE[0，1]) 及 1(1) = 0 得 知 f(z) =0 
在 [0，1] 上 以 且 仅 以 1 为 根 ， 故 p=1。 至 此 ， 定 理 6.4 证 毕 . 
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第 三 篇 ” 非 时 齐 的 准 转 概 阵 
的 分 析 理 论 


8$ 1. 连续 性 及 可 微 性 


定义 1.1。 设 5 为 一 可 数 集 (不 站 令 E 为 非 负 乾 数 全 }, 守 = [0， 
ce)， 定 义 在 刀 上 的 控 赖 二 参数 s 利 t0<s<t< ec) 的 实 值 和 矩阵 PCs， 
站 = Cpiats,1)，i,jEB) 称 为 一 个 非 时 齐 的 准 转 窒 阵 ， 如 果 它 满 
中 

(1) Piils,t) 20, FPAs,t) 1, {1.1) 

Ci,jEE, Ot 0 
(C2) 机 区 SS 十 二 十 区 一 HDirls, s+IOPe Cs tt,s+ t+ uy), 


EL 
{1.2) 
(JEE，0<st co3， 时 式 通常 称 为 (KC) 方 
程式 ， 
(3) im sup , [DisCs,s+ hy —6;i] =0, Piitt,t) = 6 1, 
(1.3) 
CIEE, Ot 0 Ibo0), 
其 中 
0,， i 
闻 三 
1,1 t i=j, 


记 G4= Do Bal DD)= PPS,t), (EB, ACB), 


15 了 后 姐 
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容易 证 明 ，(3》 等 价 于 下 列 条 件 中 插 一 条 ， 
C3) limsup Ipists~h,s) ~6.=0, 


Piitt,t) 一人; 
C<t<co，0<b<coo， biEE), 
《3)” lim sup C1 — pits,s+ Rh})=0, 


D+ Drib 
pritt ,t=0; 1, 
OL, Oh<o, i,ijeE), 
CA lim p(s,1)=DiiCW, KH) = 6 , 
和 


(um0, b>0, i,iE EB), 

称 非 时 齐 的 准 转 概 阵 忆 《s， 妇 为 非 时 洗 的 转 概 阵 ， 如 果 PKs， 
ft1=T， 科 学 地 说 ， 非 时 齐 的 【 准 ) 转 赋 阵 应 称 为 不 -定时 齐 的 
《 准 ) 转 概 阵 ， 但 习惯 已 称 “ 非 时 齐 ”， 赦 按 习 惯 称 “ 非 时 齐 ”，。 

定理 1.1。 对 任何 非 时 齐 的 准 转 概 阵 ， PCs,1) = CpiiCs,1D， 
iiE)， 忻 有 

《1)》 Pisls,t) >0, (iEE, 0 0) 

《22 1pi A tp, HI Di ARAL Vu), CEE, 
ITE, Ou, VEH), 其 中 WA v= min 0), VU= mma, TD 

证 C1) 由 CK~C0) 方 程式 短 

piiCs,1) > 本 p(s + Rl (Cts), s+ 2 ~5)), 


再 用 (1.3) 即 得 (1). 
(2) 不 失 普 遍 性 ， 可 令 Wvs&t， 和 由 (KK 一 0) 方程 式 有 
Dr tw, to ~ Dru, tO Pi tH 0) ~ Ip, (vu, 1t) 
Pi,:(W 0) ~ 1, 


Bi KE， TD — Dirtv,t)< > PienCK, UI Pir , 1) 


A 


< > DiiCH ,DY El — DiitW, uy), 
和 中 


14+ 


由 上 述 两 个 不 等 式 即 得 C2)。 

定理 1,.2。 对 任何 非 时 齐 的 准 转 概 阵 PCcs,1)， 均 有 ， 

(1) DprA ,1) 对 s 来 说 在 [0,1]J 上 连续 ，( 在 0 点 只 是 右 连续 ， 
在 # 点 呈 是 左 连 急 )， 而 且 此 种 连续 对 + 六 0 和 JECE 是 等 度 的 ; 

(2》 pirfsy 弛 对 + 来 说 在 [sec7 上 上 右 连续 ,而且 此 种 成 对 yC 互 
来 说 是 等 度 的 . 

特别 地 ， 若 Ps, 还 满足 

lim sup(1 -pils,1)) =0, b>0), 1.8)" 


{trp 十 
TE 


则 pi,rCs ,+t 作为 Cx, 站 的 二 元 函数 在 2B*= {i,D10 志 hv 之 00) 
上 连续 。 

证 (1》 由 定理 1.1 的 (2) 并 注意 (1,3) 即 得 (1)。 

《2》 利用 (下 一 C) 方 程式 末 证 ， 对 任何 zi>0 有 


[Pisst th ~ Pists, DD | DPinls,t) 
EE 直 


1 — pitt,tti+hy), 
所 以 ， 用 51.3) 及 控制 收敛 定理 即 得 C2).， 
特别 地 ， 若 (1,3)* 成 立 ， 则 必 有 ， 对 任何 b>0， 
lim piits,t) = ptt ,KH =,i, 


7 一 人 二 
自 攻 I 


对 1EEB 一 至 成 六。 又 因为 PD Pls) 1, 所 以 着 令 6;.1 


= > Cn 1EE，JCE， 则 有 


HEF 
lim (CPtssv) ~ Prts, 1H)) 
rrey 


= lim WPSH) CD AH 0 -0 =0, 


Hr 


此 其 PirCs,t) 作为 1 的 画 数 在 (3,8]J 上 本 连续 ， 由 5 六 0 可 性 章 知 在 
《sco) 上 堪 连 续 。 弃 然 Dis5,12 在 多 "上 作为 5,1 的 一 元 函数 沁 连 
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线 ， 而 作 汐 ;的 连续 函数 来 说 ， 对 1 还 是 等 度 的 ， 需 Pris, 在 乡 " 
上 是 (5,t) 的 二 元 连续 函数 。 

系 1。 对 任何 非 时 齐 的 准 转 概 阵 PCs,f) 来 说 ，Pi.r3, 了 在 多 ” 
上 是 (G3, 四 的 二 维 波 斯 尔 可 测 肖 数 ， 

下 面 我 们 研究 非 时 齐 的 准 转 概 阵 PCs,? 了 《对 s,?) 的 可 微 性 。 
为 此 ， 我 们 禹 要 作 一 些 准 备 工 作 . 

引 理 1,1。 若 0 所 BB 所 1，0 志 和 1，(i 二 1,2,…,R)， 则 


1~BD -aE(l-P) + Jle:. (1.4) 


证 、 对 + 作 归 纳 法 。 n=1 时 ，(1.4) 显然 成立 ， 设 n= 时 
01, 和) 成立 。 则 


是 十 上 [3 


1-BY -ade—PBl-or)+(1-P+B Te 
l=i [i 


m1 


局 二 1 第 
= C1~ By+BIIa + ~ er) [Lo Pl — or) 
im1 to- 


和 1 
«(1A+AIle,. 


外 理 1,2。 存 在 &。E C0,1) 使 a E[es ,1]， 0<e<< 训 时 有 


(ar— Be) AL — BEY2 td, 1,5) 


， ii of 上 = -1 
证 由 lim| log4 二 中 loge | 一 了 二 可 


得 知 ， 存 在 eu E (88,1)， 合 5&6 志 & 之 1 时 有 


多 一 8 
lo 人 8 flo < 十 ET+1L8e。 
8 ge 各 8 


于 一 8 


又 因为 10g4<0， 放 108 人 二 6 >>loge6t1s9， 此 好 aE [aoy1) 时 ， 
《1.5) 戌 立 ， 而 8 二 1 时 (1,5) 基 然 威 立 。 引 理 证 半 ， 


ZTE。 


定 兴 1,2。 设 [e, 有 是 任 一 区 则 ，w = 6o 拓 gl 安 …< 科 go 一 及 则 
称 多 C8,B) = {2 ,ai 2 是 [28 的 一 个 分 割 ， Tnax 【全 一 CI 
称 为 多 的 直径 ， 用 民 多 ) 表 之 。 若 还 有 分 割 多 /Ca， 和 A) = {gs als, 
on}, 令 Bo 一 on 一 g 一 的 Bi,=min(ep ,0 ap Pi ,td B11}, 

车 { 人 peer ap 庆 B10 让 B_1} 非 空 ， 反 之 定义 B= 有 -1， (R=1, 
2 mth 二 1)。 称 新 分 戎 {Bo ;B41;…，Burn+t1} 是 多 与 多" 之 并 ， 
记 之 为 多 J 多 !。 若 集合 {e601 66} 含 于 {6,018,024} 之 由， 
则 称 多 /是 多 的 “加 细 ”， 或 称 多 是 多 ' 的 于 分 害 ， 记 之 为 多多 
显然 多 多 ! 是 人 BC 多 站 之 加 组 ， 

定义 1,3。 设 /s, 电 是 定义 在 a<s<tsp 上 的 非 负 实 值 画 数 ， 
ft)=0， (ofb)， 对 任何 [8,BlCLa6]， 及 多 (5,B) 


= {ao 1 于， 记 ODA) 一 > fer 1500), 称 
=1 


eup,， ,0K9Ca,8)) 为 了 在 [q, 朋 上 的 全 矢 积 ， 用 Ye: 且 记 之 ， 


如 无 混 满 ， 简 记 之 为 YCe,8)。 若 VC 之 co， 则 称 了 在 [&,8] 上 
是 有 界 登 积 , 车， lim ,P08)) 存在 ， 则 称 f 在 Ee,8] 上 的 “ 微 
条 ?存在 ， 记 此 极 风 为 YCe， 8)。 著 对 任何 儿 忆 多 '， 都 有 有 0: (0， 
有 sa ge 8))， 则 称 or() 在 Ps = {一 切 分 制 2 Ke， B)} 上 单调 
非 降 ， 人 以 之 可 定义 单调 非 升 . 

引 理 1,.3， 设 fs， 1) 是 定义 在 4<s<t<D 上 的 非 负 实 值 活 数 ， 
f(t, 妖 二 9， 车 Io, 存在 且 有 限 ， 则 

C1) ICc,Q) 在 在 且 志 TCa,b),，Casc<dsh); 

《27 Tec)=0, Tc 四 一 Tco +JTKa dD, (oteosd 
5 。 | 
证 出 Is, 区 之 定义 立即 避 得 。 
引 理 1,4， 对 任何 非 时 齐 准 转 究 阵 PCs,t， 令 

ft) = ~ Iogp: .iCs,t), 1.6 
网 
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(C1) Oyt*) 在 D; 上 单调 非 降 ，(0<S<t< oo 
C2) LC3,t) 存 在 且 等 于 Vy (sy ，C0 寺 5<t<00)s 
C3) fs ELS COLtLor), {1.7) 
证 (1) 由 定理 1.1 知 f(s,1f) 是 非 负 实 值 阔 数 且 /(i,t)==0， 
再 用 (下 一 人 方程 式 立 得 <1)， 
《2) 显然 
lm sup OABE DI EV ,1). 
麻 设 
lm int og(s,1)) VAs,t) = sup oF (8,1)), 


旭 必 春 在 一 个 分 割 多 ,及 一 申 分 割 { 多 w}， 使 
t CB -> lim OC BS LOA BC,t)). 
C1.8) 
令 Bs = 人 和 1 = {so Site 7SkC0) 
4 一 minfi1s Ss，j=1,2,*"kC0) 一 1， 则 有 
GACBn UU BE) = oN Bn, 


[ 
| 证 
十 > Lis ， ,S51} + fsi, st ,) 


1 一】 
_ ny tn) 
80 ls 


电 C1.3) 有 
lim fs,t)=0. 


te 
人 


车 再 注意 lim I,)=0 和 
max {C390 ,, —5)), Cs My 


C8 — SH 2} 和 名), 


{nF yl 


可 得 
lim inf GPS UL BI CS,t)) 


» 218™ 


lim inf ox Puls 区 1.9) 


但 是 ， 由 fs, 好 满足 民 ) 可 知 
OACBr UU BGABG,), hn1), (1.10) 
由 《1.9)、(1,10》 得 oP ost Elim inf OACBa(lsyt))， 这 与 


1,8) 学 后。 所 Dm ots,t)) 二 J(s, 站 存在 且 等 于 VCs ,1)。 


C3) 出 1) 并 得 (3)， 
引 理 1.5。 设 PCs, 站 是 一 个 非 时 齐 的 准 转 概 阵 ， 任 取 iEE， 太 
CE, i 己 有 A， 车 . 
lim sup[l ~—p, ss,t)i=0, (b>0), (1.11» 


C+ jd 
[ri 


则 对 任何 给 定 的 0<s< -rr，b>0， 存 在 fo。=To(e ,A 入 ,b)>0， 


使 得 0 三 t 一 $8<To 0 和 5<01 志 pb 于， 对 [3, 亿 芍 任 徊 分 寡 多 (s,2) 
= {rosris.- ,rn} 有 


Di, Aalst ~ BEY Dan。 (1.12) 
Li 
证 固定 ;，A，b。 任 给 0<e< 去 -， 由 (1.11》 得 知 ， 存 在 
To 二 To(8) 使 
,UP Cl~ Piigd, Mee, (1.13) 
0 - 
令 G3 = 0.s, 


GIs=D.sCr0, ri), 
GF 一 > GH Br 3trms Fp ), 
| 


其 中 市 8= Ons Gy 一 加 人 ,jEE,BCE,1<m<en, (GV 
和 


生生 


概率 意 尺 是 ， 系统 在 时 刻 ro = s 椒 于 状态 }， 在 时 刻 r;， s mi 不 
6 


进入 4 而 在 时 刻 mr 进入 B 前 概率 .》 对 六 作 归 纳 法 可 证 ， 


到 
了 :CC3y 一 > > GPa t) 


1 一 荆 ) < 站 
t Gpistrns t), (emern, BOE), (1.14) 
世间 
厅 实 上 上 ， 亚 =1 时 ，(1.142? 显 然 成 立 。 设 《1.142》 对 所 一 1 成 立 ， 
珈 由 S53 的 定义 及 (区 一 方程式 和 富 比 尼 定 理 有 有 


忆 一 1 


piats, t= 了 了 GD 间 


t=-ijitd 


+ GY piaCrs_1, 1) 


jE4 


一 > pen PiaCris t+ 他 人 有 er, | 


Taljtes j 忆 4 
+ > GF Da Crn_ 1y Tt 一 > GI Di arns 1) 


ee: jE 


二 > > GHDiatr,, 让 + > SFID, sms 1 。 


-1}ed IEd 


在 CL.1 人 ) 中 到 下 一 ft 了 一 和， 并 注意 iEA，0<t-s<T0s 
0<ss<tsb 及 (1.13? 可 得 


E>PDiats, t > 节 Da 全 


[| 


> DoH), 
1=1it4l 
所 以 
> GT (1.15) 
ti~1 


在 局 .147 中 取 召 = { 刘 即 得 
» 220，. 


piils, HD< Een te + GD tft} 。 


;1 
1.16) 
GE Pi gros rm) | 1.17) 
由 《1.13) 和 .17) 得 
> Gpiilrn, i) SE, (1.18) 
ji 记者 J{#) 


以 C1.15)、(C1.18) 代 入 (1.1) 并 注意 (1.13) 得 


ti 和 六- 汪汪 1— B88 < 
CPi ~ Te? (Omen) 


《1.19) 

由 吧 3 竟 定 尺 有 
GI GD pr mY C=1 ,0 ),. (1.20): 
在 (1.14) 中 到 B= 及，h 一 nn， 并 注意 (1.13)、 《1.19)(1.20) 得 


Pi.ats, Se DD pikric ss TOD,aAC, 1) 


je 


> 卫 C1- 5 DpiiCr 1s ry 


J 


={1—82) DC ry). 


[=1 


站 理 1.6。 若非 时 齐 的 准 转 概 阵 PCs， 如 满足 
lim sup (1~ PiiCs, 1))=0, (b>0), (1.21) 


0 jE 
Darth 


任 取 iE ACB，iEA，b>0， 则 对 任何 0<s< 二 >， 存 在 = 


TolesisAb) 0, 使 得 ， 上 只要 0<t 一 S<Try StssP， 那么 对 
[ss 刀 的 任 一 分 割 多 (ss， £1) = {ro, Fis mm}; 都 有 
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Drals, DE Pin-i 六) 


i=1 
+ 8E Pieceditiptri 1s "7D. (1.22) 


i-1 


证 由 引 理 1.5 知 ， 存 在 To 一 TolE， i 有 有 有， 外 0， 只 要 0 所 
一 S<T， 0sS<tsb， 有 


Pieceavtivtss Pl -BE) D Dim rs 


l=l 
C1.23) 
注意 ， 对 任何 非 时 疾 的 准 转 概 阵 PKs， 贡 (1.14)》 是 惜 等 式 . 在 
《ia.l47 引 取 卫 一 上 由 一 王 一 {让 ， mi 二， 即 得 


Bir_iilss t= > PD GP Dt kris 1) 
[| 


bb 
了 
A > Gt Fd 


t=l 


™ 
1 
二 > GE TH pr, sy Ci yn) 
i 


< pier F), C1.24 
[1 


C1.24) 减 去 (1.23) 即 得 (1.22)。 
引 理 1.7。 设 0<pts,Dl,C0<sstco0), 有 lim ps, i 


由 二 


二 1， Ch >0), 仿 了 C5， 1)= — logpes, i), 任 取 # 固 定 ， 则 
lim fCs, 1) /Ct-s)S lim (1-ps, 0) f Ct-8) 或 者 


FE1] 3 rs 
【< sO+ 


都 不 存在 ， 或 者 同时 在 在 有 旦 相等 。Clogt 定 义 为 ~ 00)。 
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定理 1,3， 设 非 时 齐 转 骨 阵 P(s， 上 艰 满足 《1.3)"， 固 定 任 意 
iEE, 令 f(s, 所 = ~1logpi.i(s，t)， 则 
C1) 了 (~ PDT 站 = 了 CI = 了 (FA (1.25) 
黄 中 
TC1- PF) ={uiu>0, lim 二 Ps， 二 存在 )， 


二 了 3 一 号 
【一 5 一 十 


__ im Cs DD 
T(OA= {ilu>0, ot 上 全 存在 


号 了] 者 
一 让 十 


而 TD，TY7 的 定义 类 伏 ，J、 允 的 定义 见 定 义 1.3。 此 外 。 当 
下 和 区 六 时 有 
lim 有 is £1) 1im -7319 


Pa 《人 co Ct— 5) 
~ lim VCs,t) 
Titlew Ct— 5s) 
本 上 一 33 一 


= lim HD £1.26) 


《2) 存在 勤 贝 格 零 测 集 NC(i)， 使 W 志 NCD) 时 有 
Jim Cs,t) / Ct~s) 存在 且 有 限 。 


下 二 


(3) 当 & EN 时 ， 有 
lim C1- prsCs, #9) / (ts) =q(u) (1.27) 


[st1an 
{t+ 


存在 且 有 限 。 更 有 


lim Bt gu), CuENG)), 《1.28) 


lm Bs) gcu), Cu ENG),u>0), (1.29) 


证 由 下 理 1.4 知 ls， 人 = YiCs， 站 存在 ， 虑 
fs tTAS I = VASt), (OSsEt<oo), C1,30) 
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由 P(s， 芍 满足 (1.3)* 及 引 理 1.5 知 ， 对 任何 0<e<- 二 存在 7 一 
Tifeyip)0， 使 得 0 一 <To，0<sS<t<sb 时 有 


Dirge st Cl ~ Se) WD; Er st), tl.31) 
i-1 
表 用 PC8， 认 1 三 1 可 知 


Pailsst) E11- 1- 88) D1 -Pir sr)), (1.32) 


l=l1 


用 引 理 1.1 〈 取 8= 51- 8e7， 折 二 三 nm) 出 (.322 得 


PratsstY<E8e+ (1 ~ BE) Tlpiitri isr。 (1,33) 


f=al 
车 令 
fiC8,1)= — 10BLCP C8,t) ~ B28) /C1— B85)], 
由 4.33)》 有 


fs ft), C1.34) 
-1 


从 而 由 17C3 ,1 了 ) 一 Trs ti 的 存在 性 及 1ro， 了 1 rr 是 [5，,t 的 一 
个 分 割 得 知 
fist), Ct— sto 0 ED),. .35) 
由 (C1.30)、(1.,35) 得 
fs tI ET t= Vs t,t), 
(OEt~ sr Osteb) C1.36> 
所以， 任 歌 ETC)，0<4<5b， 有 有 


timyup| 《st / 0- jetimeus[ rs, Df/ di-s | 


[r,t]3u 
Le 
=limint| 1 G,D/ Ct |<limin {fs, df Ss) | 
Ph Ot CE 


《1.37》 
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丛 是 ， 由 引 理 1.2 有 


Hmint A Timint -1 log Pies 82, 
[id 9 上 Ct— 3s) ft (Ct— 3 1-8e 
二 ti 人 + 


<liminf te 一 1ogp; 1C5,1)) 


Bt 
《一 二 -有 十 


= liminf 1+ 188)— + 6 加 » 1,38) 


or 1 -i 


由 51.377、 LT， 
《 即 是 CO,PNTOYCTOOYHE 


lim fs,t) 
[4] 旦 (tf—3) 
+ 


= lim IAssty /ft— 8 CETOD Nb (1.39) 


[st] su 
+ 


但 是 6>0 可 以 任意 ， 所 以 TUDCTCO 且 C1.39) 对 一 切 WETOND 
成 立 。 仿 之 可 证 TCCTOA)。 总 之 ，TCf)=TOQD=TCVI)， 且 
wETCA) 时 (1.26) 后 面 二 等 式 成 立 。 开 用 引 理 1.7 即 得 (1.25)， 
C1.26)。(C19 证 毕 。 

C2) 由 (C1.36) 知 l/s, 示 在 0 所 ts 所 To，0 志 3 所 1<b 上 有 限 ， 
由 引 理 1.3 知 : 任意 国定 a, CY) = 了 (ay (taevartTo Vv<Pb) 
是 单调 非 降 实 值 国 数 ， 故 对 Ca,Ca+ To)Ab) 中 用 平 所 有 的 & ,有 


Ts,t) 。 pe ~ POs) 
1 A lim .~ , 
ce, 《一 3 3 (t— 3s) 
(EI 0+ {r+ 


春 在 且 非 负 有 限 。 由 于 ae 和 b 可 以 任意 ，re>0， 故 对 [0，co) 中 几 
平 所 有 的 4， 


Tt] su {f—5) 


下 一 十 


存在 且 非 负 有 限 。 
《3 由 C1)、(C2) 得 (1.273， 由 (1.27}) 得 C1,28)、(1.29)。 定 
理 证 毕 。 
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定理 1.4。 设 非 时 齐 转 竹 阵 PCs ,满足 <1.33"， 固 定 任 窟 iE 
E， 及 届 E，iEA，、 仿 
GCSE) = DACs ty), hls, t= Dirtnts,t), C1,40) 
则 
C1》 Ila,b)，IiCa, 了 存在 且 有 限 ，(0<a<p<co) 
€2) NCDN TO) = NCDNTO), uwENCGODNTOO)N, 


lim gs, i) / C(t-s)= lim Ts, pA 
ah 0 


《其 中 NC 让、TC9)、TO) 见 定理 1.3， NC =[0,00) ~ N(iD) 。 
C3) 存在 勒 见 客 零 测 集 NCi,A), 当 4 ENCi, 丰 ) 时 ， 


lim 1 /Ct —$)= ,48) 


tr,F] ew 


{fir 
存在 且 非 负 有 限 ， 
(C4) 当 上 EMC 时， 有 
im pr.4ls,1) /td =, C1.41) 
ces 
更 有 ， 
limpi AW t/t = qt. abl), CuENi,A)), 
C1.42) 
Umpials, 1) /4 ~ s) = gr.At), Ce A ). 
C1,43) 


证 (1) 令 gats,t)= piats,t), (BCE, itB), 
任 纵 0<e< -it -， 由 引 理 1.5 得 知 ， 存 在 ro =rokfe，i 了 ,02>0， 对 


Ea, 的 任 一 分 割 多 tos b) = (soySlo 9 Sn}s 只 要 [BD)<T， 那 
科 对 [o, 四 的 其 它 任 意 分 割 多 (ap = {to ,ti ;tn}， 都 有 
Oo CBA DFC ~ BE) OB U BIE, DY, 
(1.44» 


二 22. 


著 令 1 站 二 min 人 让 宇和， 二 14… RR 一 1)， 则 有 有 
ossCDBU DID)) = og, CF CG, b)) 


hl 
+ Tgattips so) + Galestid) — Gatti tne). 


j=-i 
注意 ， maxzt{ Ct uy ~ 8), CS ti hy 1}, Ct 由 一 在 由 17} 


<<1(9)， 所 以 ， 在 (1.44) 中 令 K3B)->0 由 ,lim ga(s, 介 =0 得 


co oo (D(a,b)) C1 alimeupors CFC, 5))》， 因 


lta}r 


此 ， 在 上 式 中 令 长 钨 ) ->0 卫 下 极限 并 注意 >0 可 任意 小 即 可 
知 Tookaeso) 存 在 是 有限 .〈1) 证 毕 。 


C2) 由 引 理 1,5 及 1.6 知 : 对 任何 0<s< 了 ， 存 在 ro 一 Tufe， 


i 4， 区 人 >0， 使 0 二 f 一 5STD 0<sctcbl 时 有 
fo — BENSs tI Ehes,t), 
CTI- BE (Cs, tI EI ,tls ,t+ Belts, 1), 


C1.45) 
所 以 ， 若 到 4wENCD NTC N50,b)， 则 由 
{1— 8ey liminf TCs,t) f Ct ~s) 
ue 
< liminf gls, Df/ Cs 
a + 
<limsup 938， +) Ct- 5) 
C+ 
limsup Jols, 1) f/f (ts)+ limsup -tert 
[Tles [| 
fi) -2 0+ ti—=s)—=0t+ 


{3,1) 8€ 1 — pi.iCs,t) 
<limsup 让 2 + limsup Tae. CH 


和 一 十 下 运 号 一 口 士 
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及 
lim 1— pits,t) 


[3,133 圭一 号 
CE -+ 十 


是 有 限 数 和 


lim Its,t) 


ul, St~ 5) 


. 存在 ， 六 注意 # 守 0 可 以 任意 小 即 得 
lim gs, Df/ GH- lm Isls, 的 /人 一品 


ti—:} 0+ lr 


二 ACu) 存在 ， 由 b>0 可 任意 大 知 此 式 对 WE NC NT ) 成 立 。 
信之 ， 任 取 uw ENCDNTCg9)， 也 可 证 


lim 3, f (ts) 


=41C0) 


= dA) 


lim gs, 1) TEST。 
ld 


至 此 ，《2》 证 毕 ，。 

C3》 由 1sts, 四 存在 且 有 限 ，C0 所 $s 达 1 之 co)， 仿 定理 1.3C2) 
可 得 本 定理 的 C3)。 

C4》 由 (3) 立 得 (4)。 定 理 1,4 证 毕 。 

定理 1.5、 设 非 时 齐 的 准 转 概 阵 PKs， 思 满足 CI.3)"， 则 对 任 
何 iEE， 太 CE, 存 在 一 个 勒 贝 格 零 测 集 N(i,4)。 合 WENCi, A》 
时 有 

lim Pius(ss Do 


3 二 一 人 
和 


= ,aH) + da tt CH) 1.46) 
更 有 
im 
i 《一 Wy) 
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= OA Ta) (CHENCG,AY), 《1.472 


lim. Di ats ,UH —6;.4 
rinm Cw 一 全 


>0， 
WuEN(i,A) 
其 中 qiC4》，、g1.atuD) 是 wn 的 非 负 实 值 济 数 ， 

证 车 Ps: 是 转 驾 阵 ， 则 由 定理 1.3、1.4 立 得 (1.46)、 
《1.47》、(1.48? 成 立 。 若 Ps: 纪 是 准 转 手 阵 ， 任 取 记 E 忆 令 


= ~ 6 0) + C0, { ), (1.48) 


Diits,t), i,，j€© 瑟 
_ wp, 1y IER jot? 
BT ii Cs,1) 一 I 2 Dinks, 7 iEE, j= 
生 二 瑟 
Gi i i=i* 


则 P*C3,D= CP? ，2,jEBU {i*}) 是 满足 (1.3)" 的 非 时 齐 的 转 概 
阵 ， 记 以 对 P*(Cs， 人 而 言 ，C1"46)、(1.47)、(1.48) 成 立 ， 从 而 
对 PCs, 四 而 言 (1 .46》、C1.47)、(1.48) 成 立 。 
定理 1,6。 若 非 时 齐 的 淮 甘 斤 阵 PG3; 们 满足 (1.3)", 且 对 任何 
iEBE，A cE， 存在 ro =ro(i,A) 汪 0,， 使 
lim(Cp: .as + p, to) — O/CDi alsst) — 0a) = 1 


《1.497 
【对 0<t 一 Sr 一 致 成 立 )， 


则 对 任何 # 宇 0,iEEB，ACE，(1.46)、(1,47)、.C1.48) 成 站 ;而且 
qiCK)、4iaAtWD)ciEAD 满 足 ; 
(i 固定 iEE，gqi(w) 是 4 的 连续 务 数 ， 
《iiy 国定 iEE，ACE,，i1EA，4.a( 册 0) 是 4 的 连续 甫 数 ， 
(iii》 固定 iE EB，# 守 0，iEAA，g;.aCW) 满 足 


da) = D4 CW) 


n=1 


4) 此 处 了 定义 为 1 
> 229 8 


其 中 必 J4。= 4，4 mA。= 凶 (msi)， 人 ACE。 


全 口才 


证 注意 ! C1.49) 等 价 于 


| Diats iy -6 
1 i 0 本 
od Piast pt tp 1 (OStT Sr 一致). 


(1.49)" 
任 取 i€EE，AA 忆 EE 固定 。 由 民 ,49) 和 (1.49)* 得 知 ; 尾 给 2 半 0， 
存在 po 守 0， 当 0< 才 Pp 所 po，0 攻 tf 一 s<<r。 有 
hiats ty — Pi aCs+ Pp,t+ pp)| 
min{elG,a ~ PiaCsst)|, eld a~ Piats + pt+p)l}, 
| C1.50) 
今 任 取 ,之 0， 总 有 P" 使 Wo+p" Elwoswo +P]NNGi,A)， 
(站 (4 之 定义 见 定 理 1.5) 从 而 由 定理 1.5 得 


lim 一 工 (pi ss+p ,t+ pp") dn) 
tilsr 下 一 3. 

[a 

汪 lim 1 


TE po CEFP' I~CS+p') 
“CPi aCs+t pt+p) -0 
=ractn Hot ~ An 十 用 ”7054 
坟 作 q; 存在 且 有 限 。 C1.51) 
因此 ， 由 {3.50)、(1.51) 有 
limsup CPi aCS,t) ~ 61014) fe-s) 


[9 站 了 2 
[Ee 


<<limsup Pi aCs+p :十 月 ) -6 


起 生生 (tS) 
4 SB] 
《一 了 3 
= limint| BAS te Ts elqs| ] 
itl 《ff 一 人 
er 
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< limint lg +ela;ll. (1,52) 
no 


由 £ 汪 0 可 任意 小 ,， 而 43 是 有 限 数 ，wo 宇 0 可 任意 ， 月 《1,52)、 
《1.51) 得 知 (1.46)、(1.47)、(C1.48) 成 立 .。 
下 面 证 明 giCw)、91,.atW) 满 尼 x 一 tiii)。 
Ci》 由 Ci,50) 有 
limsup|giCu) — g:Cu + 0)| 


<amsop| lim Pp;itst+p,t+p) 一 及 .六 Sat | 


1 t—s 
> 十 
<limsup| lim etl Pistst)) 
站 一 站 [rl] 3 下 一 号 
人 一 5 一 站 十 
一 8ETCRJs 


而 8?>0 可 以 任意 小 ，giKa) 是 有 限 数 , 所 以 9 是 # 的 连续 函数 。 
Ciiy 和 护 Ci) 可 证 Cii). 
《iii》 参见 T69JP,1015197。 


§ 2. 一 致 可 徽 性 及 柯 氏 方程 式 


定理 ?2.1， 若非 时 齐 准 转 概 阵 P(Ks，t 满足 
lim in p; ut{s, tt)}=6; 4 《2.12 


导 一 证 一 必 十 
(全 瑟 上 过 了 )， 册 
(二 > 了 C(t-T, 1) ) 


1) lim sup 


Ti+ t=» 


= lim C1 ~ infp;, it—t, ty] 


sD+ 


=1im Ar ~ inf Pr,itt, t+T)] 


;+ 


一 Tim 二 supI1 一 Bi it ++7)) 


一 全 十 


* 231» 


. 世 作 9 《2. 2 
存在 可 能 为 + co 

C2) infpi s(t —t, 1)=infpis(t, t+T)> ee 

证 令 1(t)=supC 一 logpi:(t 7， 1D)),，(T 之 0)， 则 Fr) 是 
[0，co) 上 的 非 灸 广义 实 值 函 狐 〔 湛 加 了 cc 的 实数 集 称 为 广义 实 
数 集 )， 由 (并 一 C) 方程 式 及 定理 假设 得 知 态 r7 满 足 : 

《Ci 淮 可 加 性 : fC(w+v)<supC logpi:(f -Wo ti 0)) 


+ SupC— logp; Ct —w, 在》 sup(C — logpi Ct -UU tH) 
fa 


0 二 了 


9 
业 


(2.8) 


+ SUPC— 10gp; Cf —H, f= + OV CH, v0), 
Le 
ci) 连续 性 ， limf(v)= 一 1og lim infpii(t —v, t=0, 
3r+ 灿 十 Y 一 业 十 xr 


所 也 于 第 二 篇 引 理 3.1 知 : 
lim f(r) /t= sup{D = 


存在 〈 可 能 为 +ce?。 因 此 
f= T+to), (t+>0+), C2.4) 


HE Tt, (TO (2.5) 


Tt 


由 人 .47 得 inf fp ; (Ct 一 Tt， Iy=e-{noe ， +oCT), CT->0+), 


记忆 Ci) 得 证 。 由 心 .5) 得 (2)， 
定理 3,2。 对 任何 非 时 齐 的 准 转 概 路 p(s， 门 ， 任 取 iEE, 
六 CE,iE€A 妈 ,车 
lim sup Cl-—pj.i (st =0, 40 


CU 二 20+ je 
由 三 生 慌 各 坪 下 
则 
inf pr tf —T, 1) 
Hm + 
-+ 二 人 


infp: stt, t+ T7 
一 1im .9 
T 一 让 十 T 


=0;.4 (2,0) 


存在 且 有 限 ， | 
证 “在 取 w>0，r>>0， 令 8 一 | 王 站 《3 表 不 大 于 6 的 最 大 整 


数 ) 是 取 [tf 一 +， t] 的 分 割 +t， 1 = {ro, ris “ Po 1 
n= -t+iju, 好 一 0， Ty 2, KR), Farl= +, 由 玉 理 1.5 知 : 对 任 


和 何 0<e<-， 任 何 六 >0， 存 在 re=To Ce， 记 4，b) >0， 只 要 


0sT 委 To。0<YtSfco， 就 有 


piatf -rt, 1 ~ 8 Sp att T+ mM, ft-t+iu), 


l=1 
更 有 


Tinf pst ~z, ty 


(1 一 8 inf = DiaCf T+ ODu, -t+iu) 
tf I=1 


> 《Le S inf PiaACf~T+(i~I, f-7+ju) 


T ji 计 


= (1 — 8884 ninkt Pialt— i, ty 
下 一 一 


Fy [2 * {2.7) 


车 注意 lm- =1， 在 (2.7) 中 先 对 #0+ 取 上 极限 ， 次 对 +->0+ 


取 下 圾 限 并 注意 se>0 可 以 任意 小 ， 即 可 得 (2.6) 成 立 且 i 有限，。 
定理 2,3。 对 任何 满足 口 .37*CC1.3)* 的 5 此 时 为 co 的 非 时 齐 
的 准 转 究 阵 PCs，t)， 目 inf p; ,s(t，t+ 可 对 4 有 有 限 可 加 性 , 则 


3F. 


infp; uct —T, ty) — G4 
lim 全: - 
Ff 一 站 十 T 


inf Bi aCt, t+T)—0.4 


=}im :2 eo 
T+ T 
= 0 +t.a CE 了 ACE), (3.8) 


此 外 ，G ea 满足 


Qi = 之 in 《2.925 


n=l1 


(4,=4， 六 man), 
nm 


证 由 定理 2.1、2.2 即 得 本 定理 。 
下 面 我 们 将 要 研究 柯 氏 方程 式 ， 
定义 2,1。 若非 时 章 的 准 转 要 笠 Pts，1)》 满足 


(1) lim Pitt DT en), (2.10) 


fut fu 


{uw 守 0，i1EE,， jEE) 存在 上 且 有 限 ， 


(2) lim Bt, 区 = gC), C2.11) 
【一 中 目 一 


Cu»0, iEE, jEE), 
(3) 0<G WY) <oo (0 i jEE, i#)), 
0 -qo (u>0, iEE), 


Ee 


Sa 0, Cu 之 0，iEE)， 则 称 PCs， 是 可 微 的 ，QCu) = 


Car Kw)，i，jEE) 称 为 PCs，1) 的 转移 强度 矩阵 ,简称 转 强 阵 ， 


”有 了。 


搬 开 非 时 齐 前 推 转 狂 阵 P(s， 鸭 ， 任 意 一 个 满足 条 件 (3) 的 已 kz) 
= (gij(u) ,i，jEB), 我 们 都 称 之 为 E 上 的 一 个 非 时 章 的 转 强 阵 。 
车 QiJ(4) 在 w>0 上 连续 (i，jEE)， 则 称 丸 (ww) 是 连续 的 。 

若非 时 齐 的 准 转 概 阵 P(s， 晶 注 足 


CY) lim EA, Ds Gy), 《2.1077 


《50，1EE，4CES) 存在 且 有 限 ， 


(23 lim Dialts Wms Gy Cm), (2,11)7 
让 一 上 一 中 


(es>0 1EE, ACE), 
(3 OSG AWL oo U0, iEE, ACE, iEA) oe 


Mo, U0, 1EB, CW = ), DAW) EO, 


C0, iEB), GAWD= TR, UP0iEB,A-)An 
ml nal 


A An= (mR)， 及 CE), 则 称 PCs, 直 是 一 到 可 微 的 ,jC4) 
称 为 P(s，fi 的 转移 强度 画 数 ， 简 称 苇 强 削 数 . 向 开 非 时 齐 的 准 
转 坡 隆 PCG8，1)， 任 意 一 个 满 C377 的 QC4y (az0， ic 了 
A 二 5)， 我 们 都 称 之 为 B 上 的 一 个 非 时 齐 的 转 强 函数 ， 若 4s》 
对 任何 FEE，4 居 号 都 是 xz 的 连续 函数 ， 则 称 此 非 时 齐 的 转 强 函 
数 是 连续 的 。 
出 定理 1.6 得 知 ， 满 足 C1,.3) 和 (1.49) 的 非 时 齐 的 准 转 袜 阵 
Pls，+》 是 一 至 可 微 的 ， 其 转移 强度 函数 是 连 急 的 ， 而 且 
AH) = 0 aCH) Ft i at ), 
(a0, iEE, ACE), 
引 理 2。,1。 设 ftw，K 宇 1} 是 可 测 空间 (5，. 多 ) 上 一 串 有 腿 测 
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度 ， 声 ，j/ 是 有 界 .多 可 测 冰 数 ，| 卢 | 委 M，| 咱 委 对 ，( 人 1) 是 
涩 上 一 个 有 洪 浏 度 ， limp. (A) =p(4), {站 ED}, 风 


(1) lim| fwds) = | foacdo， 


(2) Hmf =f—> Him fo)pode) = [fr)ucde). 


证 ”由 7 有 界 可 测 得 知 存 在 简章 函数 ( 即 值 域 为 有 限 个 点 的 可 
测 国 数 》 FI) {gn, mm 产 1 ) 一 玛 收 合 到 Jf。 而 


[Ncwyacds) ~ forcda|] 
<| ff cds) - fac cds) | 
+ | |orcruecar) -econcan| 


+ | [a CouRCdrY 一 {# Ce) Cdr) 


。 (2.12) 


由 一 R，4; 是 简单 函数 得 知 (2.12》 右 边 第 二 项 当 m->oo 时 菠 填 
0。 自 fF、9, 一 致 有 界 ，gn 一 f ,hk 是 有 限 测 府 并 应 用 控制 收 人 证 定理， 
《2.123 右边 第 三 项 当 m-~>ece 时 赵 于 0。 又 因为 后 -8H， 钙 ,是 有 限 
测度 ， 喜 在 在 KK 守 0， 使 所 C6) < 天 《一 其 8 关 1)， 因 此 ， 


[few Cds) ~ {once Cdn) | < Ksup fs) -oo 


由 {gs， 检 这 1]} 一 致 收 钙 到 f 得 知 (2.12》 右 边 第 一 项 当 内 ->ce 时 
[对 一致 地 》 赵 于 1。 总之， 在 〈2.127 中 上 先 令 UN co 次 令 开 -co 
即 得 1》， 


(2) | | Cop dz) 一 | cncae) | 


4236. 


rp 


bE 


< || feu dz) ~ raw dz) | + rom (dz) 


- [enncdr) |. C2.13) 


任 给 se 疡 0, 由 fr 一 fC8) 之 coo， 及 叶 困 党 夫 定 理 得 知 存在 和 4, 多， 
KA) ， 伍 
lim sup | 疡 (co —f (2)] =0, 


工大 碟 
而 [Nic cada) - | Cry Cdr) | 去 | If Ce) fr) usde) 
ME CA) + sup | Cn) ~ HO I E 一 站 0。 

Ci 
令 4>co 即 得 
limsup| [fC2) tCdz) ~ | fC)e Cde) | 

2Me, C2.,14) 

由 民 》 知 (2.13) 右 迪 第 二 项 当 n?ce 时 趋 于 0。 再 注意 (3.147》 中 


之 E 可 任意 小 即 得 (2). 
定理 2.4。 考 非 时 齐 的 准 转 概 阵 PKs，f 起 一 致 可 微 的 ， 则 
Ee 0 = ~ Bui as ty), (2,15) 
Cs€EL0, 11, iEE, AcE)， 
证 任 取 sE€[50，1)，A 汪 0，s +As 达 1， 我 们 有 : 


Cpr as+ As, 1)— Da(s, 1)) 


lbils, s+As) 


As PiaACs + As, 1) 


Da 
之 2 Piats+ As, 1), 


由 一 致 可 微 性 假设 及 引 理 2,1 和 定理 1,2 得 ， 
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lm CPiaCs + As 1 ~ pirats, 上 


一 一 >， FC Ps ss, 19, 


jus 
再 取 s 全 0， t+], As>0, §~— As 0, 我 们 有 
-BCs ty pials— As, £)) 


_1- Dsls As, s) 


A Diats,t) 


-5 DIS 人 0, Cs,t), 


乓 以 ， 由 一 致 可 微 住 假设 此 引 理 2.1 有 
im A Pials, iy -pia(s— As, 1)) 
= Fadpials, 1), 
定理 2.5。 在 定理 1.6 的 条 性 下 ，(2,15) 成 立 ， 而 且 
Pras, 的 
在 92"={(s，)10<s<t<o0} 上 是 s，1 的 二 元 连续 函数 。 
证 由 定理 2.4 及 定理 1.6 即 得 (2.15) 成 立 ， 且 ra (3) 在 8 
宇 0 上 连续 ， 又 因为 由 定理 1,2 得 知 Dr ats，+》 对 来 说 在 SGE [0,1+] 
连 毕 ， 而 且 这 种 连 急 对 1 还 是 等 度 的 ,所 耻 , 由 引 理 .1 得 知 (2.15) 
友 端 是 s 的 连续 函数 ， 而 且 这 逢 连续 对 # 来 说 是 等 魔 的 ， 和 而 (2.15) 
右 端 对 + 来 说 在 FE[s，co) 上 连 钱 由 定理 1.2 及 控 解 收 伍 定理 即 
可 得 。 总 之 ，(C2.15》 布 庙 相 多 * 上 是 s，1 的 二 元 连续 函数 ， 
定 还 2.6。 若 一 致 可 徽 的 非 时 齐 准 转 概 阵 PCs， 妇 满足 (1.3)》 
及 
sup19， | <C<ooe ，(@ 的 定义 见 定 理 2.17 〔S3) 
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则 
ials, 1) = Fpls, Doralt), (2.16) 
j# 右 
Csetno, 1EE, ACE)., 
证 任 到 0 志 s 记 1 一 At 志 1，A1 半 0， 由 定理 2,1 有 有 


1 1 . 
一 万 ，， — 过 一 inf pp; 一 _ 
I-—pit ~ At, 1)) 4 《1 inf Pi At ,1)) 


一 4 


Ae eg eC, (2.17) 


QEE，At>>0，1>0)， 类 似 地 
lpist, {+AEC, GEE, At>D, 
t=0), (2.18) 
由 C2,17)、(2,18) 得 
supj gC) |<, 
时 
从 而 


sup ， ， er setsC 《2 .197 
DiiE 


由 (2.193 再 利用 避 理 2.1 得 


lim Dpiils, 1—~ At)giatt) 


dim0+ ee 


= Spiils, Gat), C2.20) 
Ta 
因此 ， 
; pi ats, 1) — pi: ats, t—At) 
limsup At 


— Spiis, 1)g alt) 


本 四 


e 2 了 9 。 


<limsup| 4 DP als, 1~ AL) 
dt-r03 At 


-Spis, 1~ AAG At) | 


jeE 


=limsup 
可 二 - 口 十 


AS pi Cs, +— AD) (PLAtT 2 所 一 


1 


qatt)) 


+ > Piss, t- ADEC DA Dg))|. 


| 


(2.21) 
但 是 ， 由 人 2.17?、(2.19) 有 有 


[2 Dia Ab D-DD -gat)|<3c, C2.22) 
C130, At>0, jEACE), 


| Hp, a(t— At, 1 -grat)|<20, 《2.23) 


(0，At>0， jEE, jEACE). 
由 (2,22)，、(C2.23)、 定 理 1.2 及 一 致 可 微 性 假设 并 和 用 引 理 2,1 
内 


， DiaCtf— Ai， 上 一 1 
limsu is, 
Himsup 之 ? js, 并 i 
-449D)| 
Piatt— At, 1) 
二 1 i tft— At -一 
msup| SZ priks, "(a 


-41))|=0, 


以 此 代入 (2.21) 得 
Jim BAC tO~ Pralss t~ Af) 


咱 了 -+ 二 At 
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= Spils, 1 gaall), 
(Os<to0, iEE, ACEY, 
信之 可 证 《在 用 (2.17) 的 地 方 改 用 (2 .18))， 


lim Pi, as t+ ArY) 一 Di AKCS， 2 
和 ft At 


= PDs ls, 1) gat), 
Tr 


O000，iEE， 寻 E)。 定理 证 华 ， 

定理 2.7。 在 定理 1.6 的 条 件 下 ,车 定理 2.6 的 《3) 成 立 ， 则 
(2.16) 成 立 ， 而 且 放 Pals， 9 在 @* ={(s, 1) O03 lo0} 上 
是 s:，+ 的 二 元 连续 函数 ， 

证 在 定理 1 .6 的 条 件 下 ， Pi_xC5， 二 在 他 "上 是 s，t 的 二 元 
连续 函数 ，gj .ati 在 1 宇 0 连续 ， 由 条 柏 (5S) 知 (2.19) 成 站， 所 
以 。 由 引 理 2.1 得 


rd 
lim ， Ipiils, 1 ~ Pisso, to) Jatt) =0, 
i | 
lim pis(so, fodr di att)~- iatty) |=0, 


LT tts dy ; 
[4 光 ths de 是 


总 上 二 式 知 (2.16) 右 端 在 多" 上 是 s，i 的 二 元 连续 还 数 ， 定理 证 
毕 。 


§ 3， 非 时 齐 的 Q 一 过 程 的 存在 性 


定义 3.1， 设 台 (所 一 (9 EEICt0) 是 一 个 连续 的 
非 时 齐 的 转 强 阵 ，9i,7( 人 = 一 和 Ci 《定义 抑 定 叉 2.1)》 如 果 非 时 
完 的 淮 转 髓 阵 PCs，#) 满 足 
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1 sup | CiCs, s+ HD) -dD gs) |=0, 


Ci， 所 E，0<&055)， 则 称 PC5， 站 是 一 个 98 一 过 程 。 者 (C121 
关 0， 则 称 O( 门 是 保守 的 洲 @ 一 过 程 PL(s，t) 是 转 概 阵 ， 即 是 
Pls，191 二 1， 央 萄 此 9 一 过 程 是 不 间 上 时 的 或 不 断 的 . 

容易 证 明 ， 对 任何 台 一 过 程 王 (3， ft》 来 说， 人 恒 有 有 


lim sup | Cis — hh 8)— 0) — its) 


Fu 上 于 


一 0y 


(ti, jEE, 0 o0), 

事实 上 ， 用 giwtw) 的 连续 性 可 得 ; 

lim sup sup Ex D6.D -qs)| 
Le 


一 0 十 


<<limsupb sup 


上 + 人 DO 千 [1 


二 (pr 4 一 GD 一 ia 


+ limsup sup ， [aC -dt + | =0, 
DF 


上 一 各 十 
定理 3.4。 对 任何 连续 的 非 时 齐 的 转 强 阵 QD = 《q(t)， 
1， jEE)， 攻 Qt)1 对 1 守 0 连 续 ， 则 存 定 一 个 8 一 过 程 ，。 
证 令 
Acs, DdiagCexp| ”ginu)du, i€EE), 
seo， 
Dy=diag( ~ ,lt), iEE), Ot co 
SCH) = QC + Dsy, Ot<o0, 
Pes, s+ 1)= AC(s, 1), {0x3s, CD 有 


parils, 8 站 =| Acs, dSCsS+ oP + a, s+t)da, 
由 


(ns0, 0 F< co), 


Ps, s+1) = HPs, s+41), (Os, tf<o0), 


0 


2 


注意 ， 如 前 所 药 定 ， 我 们 如 不 特别 开明 ， 对 朱 阵 出 较 大 小 、 职 极 
有限 、 连 续 、 微 商 、 积 分 等 都 是 进 元 意义 下 的 。 往 证 P Cs， s 二 门 是 
一 个 9 一 过 程 ， 

首先 证 明 P Cs，s+ 1t) 是 一 个 非 时 齐 的 准 转 概 隆 ， 昆 然 BCs, 


s+ 让 守 0， 于 nt 作 归纳 法 可 已 证 明 守 P,G s+)1<1l， (nz0)， 
从 而 PCs，s 91 志 1， 事实 上 上，Pots; s+t)1-= ACs, Dil 


此 
藉 之 Ps zt， 则 
中 人 站 
吓 十 二 
PCs, st i)l= 上 (5 1)1 


人 


1 a 
+| ACs, SCs+a) SP,Csto, stt)ida 
a 1 


A Cs, D1 + Acs, oss tu) lda, 
但 是 


Sts+0)= QCs +a) + Dacs + ays Qeornl<0, 
所 以 
LE 


t 
>'P,Cs, Ss+ lACs, Dit| ACs, OD lo 
0 


rou 


全 全 人 
四 有 t [| 
Tdiagle -| di 各 ” da, 
站 

五 3 

a 开本 和 ， 
=idiug(e + {1—e : }, iEEY]1 
=1， 


这 就 证 明了 PCs，s -+11<71， 现 在 我 们 来 证 明 ， 
Pris, s+i+-u): Pes, st1) PCs tt, Sf us, 
(3.1) 
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先 证 对 任何 nn 宇 0 有 


Pss s+t +H)= HP,(s,stiP, ,Cs+tt,s+t+u), 


(3.2) 
事实 上 ， n==0 时 ， 由 Po Cs， 了 的 定义 知 (3,2) 成 立 , 设 (3,2) 对 n= 
Kk 时 成 下， 别 


t+ 
Pi tls, S+it+w) -| ACs, OISCs+o) 
La 
= Plsi+o, S++t ude 
由 


= | acs SC +o SP,(s+to, st+t) 
站 r= 


* Po_ ,CS+t, Stt+uyan 
+| Acs, Sts+ oP(sta, s+t+uyda 
+ 


四 
= SPs, stiP_ Csti, s+ttuy 


+ACs, t+) | acGs+ fi, RISCSsS+t+o) 
0 


" Pts+t io st t+uyde 


山寺 1 
= DP,ts, Sti)Per_ (sti, S++u) 


[Er 


归纳 法 完成 。 利 用 (3 .2 及 己 (s，) = 了 PCs，1) 可 得 (3.1)。 
现在 再 证 明 
i, jEE, 
) 


lim sup [Pi,iCs, s+h) od,| = 0, (0 eo ， 


A 


其 中 Ps3， 让 = Cpiw(3，，1，jEEB)， 轩 为 


SP,(Cs, s+t)= 4A, 1) 


| 
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1 
十 | ae， RSs a) > PS 十 让， 3 二 Tom， 


vb 
令 n 一 ->ee 即 得 
Pts, s+ ty)= ACs, D+ (Acs, Sts+ oo) 
可 小 
»。 Pls+re, st thde 《3.3) 
代 是 9673? 在 3 关 0 有 连续， 人 Ci jiEE?， 而 且 
ACs, OISCS EOP to stidetfiits,a),i,iE EB), 
a fi Ci, jEE)Y, 


# 二 9 
Je gs Gre) HO Cen). 
所 雇 ， 若 邻 
0 
. 
: i 个 
习 
ez 一 | 1 ei 是 6 之 转 喷 ， 
D 
0 
则 闻 


limsnp sup | ppi(s， s+h) -6 


由 一 证 十 Li 


[省 . 
<limsup sup {6sel: TO 


由 + 和 十 [1 


+ ot] as aySts+a) PCs+ oa,s+hyda)er 


s+ 三 
<limsup sup {lo ef: sia -6;,| 
站 .> 日 十 站 和 ’ "el 


于 十 时 
] ， TisitHy dt 


中 
- | eis+ oe dg}=0. 
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一 4， iEE, ) 
lim suplpis(s, s+h)~ Os|= 0, (0 bo0 


而 PCf， 由 = 了 Ci 契 单 位 和 矩阵) 由 (3.3) 立 得 。 总 上 记述， 我 们 证 
明了 Pts， 引 是 一 个 非 时 齐 的 准 转 概 泗 ， 
其次， 我 们 证 明 : 


lim sup | Pi 下 3 S+h)T Oi 
上 十 站 -了 下 


由 《3 ,3 得 


_PKs，s+ 了 一 已 GyS) 


— ,Cs 


h 
= DT 
= 
二 了 Als, oSCs traPes roa, s+h)da, 
0 
C3.4) 
若 注意 @Cz) 连 续 ， 则 可 得 
lim _ 宇 (s， = — Dag(s), (3,5) 
4 


站 sE[0，bj 上 一 致 成 立 ，0 志 5 之 oo。 事实 上 ， 
网 抽 ri du 
[ee | 1 di, cm | 


<| #01). gd -gin 


z + = 站 (人 qtwdu) | , 


5=2 


所 这 ， 深 仿 M; 一 Sup 19i:C59|， 则 有 


3 [0.b+1l 


limsup sup 
i 于 ET 了 ,让 


$+ 
ro 
| (el DO 1 ge (SR) | 


Ht 1 


1 ey hy | 


<limsup sup fle Oh) ~ gis 


i 了 


Slimsup 二 SP， {i di CHYdH — disit 3 | 


Kl 


其 中 0<20 亏 1， 所 以 出 qi,i(5) 之 连续 性 得 知 (3,5) 对 5s.0， 5 一致 
成 立 。 


仿 - 


< Mh 
|, 


mi,its, Rh)=e! 人 | Acss0)ses FayPrs+o,st+hydayes, 


Mes, 有 = CCS 2, i, jtEE), 
Ss) = eiSC3)e;, 


则 
sup ， | mits, hy) — s,s | 
sr | grt dy 一 
一 sup | [e ! Dy SarCS TO DS + Gars + hy 
了 hn 生气 已 
一 SS a 
全 9 -一 
< sup | 之 。 Bia C8) PriCs+ G3 hy 
HT 
— S11 (5) 
[gi du 
+ sup | Ee SiS 人 
HT 
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~ Sin(S) Ds + oa, s+ hy) | 


f+a 
J Qiriti) ds 一 


= sup, | Dsls) Ce ， Pes +a, s+ hd,) 
rn- 上 # 吾 
3 yd 
+ sup De: C8ie(s + oy 
了 
— sy,aC5)) pe,s 《3 十 让， 县 十 ny | , (C3.6) 


现在 我 们 来 估计 (3.6) 省 过 两 项 。 信和 第 一 项 为 水 ch)， 第 
一 项 为 1 《KR)。， 洁 注意 gi (3) 在 sz0 上 上 连续， 六 55) 
Re 


Es Dils, 满足 定义 4.1 中 的 (C3),、(3) C3)” (39/7， 
网 可知， 对 任何 天 于 j 的 整数 W， 有 


limsup 7 Ch) 


上 -+ 侣 十 


二 十 
全 Da dH 
Sp s sap Sissy) |e pasiCs te 
ge- 


部， 


S+R)— 6, -limsup Sup si.(s) 


0 
和 


=limsup 全 sup SisCs) ] Pst es 上 了 一 Go 


上 一 人 十 Pe 和 
Ne 


十 sup, sits) 
' Rn 


车 EL 


<limsup 之 RUDP， SACS) [PECs+ os+h) -dil 
一 和 b+1] 


+ sup 5) = sup, Dy sls) 
有 


eld Pt +eL0 


《上 式 对 任何 正 整 数 N>>j 均 成 立 )， 又 因为 seKS) 在 sE[0，b] 上 过 


+ 


续 ，siu(5) 莹 0，(sEE0，b51)， 而 且 也 siw(3) 也 是 连 继 函 数 ， 所 


pe 
以 ， 由 巡 尼 定理 得 知 : 之 53) 在 [0， 的 二 一 致 收 敦 ， 从 而 

Re Sh 0 
总 上 所 述 ， 我 们 二 四 了 

lim 1 人 "(hp)=0, (3.7) 
而 

Moyo 人 

r+ in 


limsup sup 
一 襄 十 [1 
4 Elo0,. 5] 


【Si RS 十 多 一 有 全 (5)) 


Pii(s+a, s+h) 


+ limsup sup DS CsraCs tT a) + S35)) 


0+ :Epp ] he 
仿 53.7? 可 证 
lim 人 Ch) = 0 {3,8) 
HOt 
由 (83.6) 一 (3.8) 得 ， 
lim Sup | miss RY ~ sits) |= 0, {3.9) 
ket se[g, 


亦 即 
lim Ms，hy=SCs) (在 sSE[0， 站 上 上 一致》， 
一 和 十 
《3 ,10) 
由 上 3.4)、(3.5)、(3.10) 得 


lim 元 (PKs，s+h)， Ps, s))= QC), Es ELO0, 6] 
人 


圭一 致 成 立 。 定 埋 3.,1 证 毕 ， 


* 2423" 


定理 3 .2。 


设 QCf) 是 一 个 连续 的 保守 的 非 时 齐 的 转 强 阵 , 虽 
尖 和 伍 何 一 个 Q 一 过 程 PCs，1) 来 说 ， 均 有 


(1 OPCs, 1)= -OPCs, 1), (Oeste eo), 
CB) 
而 且 一 一 PRfs， 纪 当 + 固定 时 对 5 而 言 在 56， 1] 上 人 述 续 ， 


1). 


(2) Pes, s+i) ={ Acs, usSts + eaPls+oa, s+tyde 
册 
+ ACs, 
证 (1} Ca》 首先 证 明 ， 


CB}’ 
lim FPs, ty -Pls~h, 1))= — QCs)P(s, 1), 
一 必 十 
(Ost coy》 
事实 上 ， 
Cpls, ~ pisCs~h, £)) 
= Pits— hh, 3))p: ts, 1) 
-51 HPs mh Spils, #), C3.11) 
EEF 
由 法 都 引 理 有 
liminf Sp: Ch, 3 Sals), 
N+ [要 [| 
{3.12) 
所 以 由 8《 丰 的 保守 性 得 
limsup Grn pinCs— hs) (5) 一 人 qi 
D+ Re h rt 
= 0, | 
但 是 


py O14 PisnCs— h, s))>0, 


We 

因此 
lim Di #— Bias —R, 3))=— alt) = 0, 
hr 和 

更 有 
lim pisCs — h, = ats), C3,13) 
HD+ Rs | 

所 以 


六 
PrintS 一 n, 8) 4 
+ 之 一 人 而 十 之 gps(9)。 C3.14) 
Fe ky 


由 (3.13)、D 9isls) 之 oo 及 


[| 


lim Fd ACS~ hh, $8)= ,5), Ci KY) 


一作 十 


得 知 ， 和 性 给 E 守 0， 均 存 在 一 个 N， 使 及 充分 接近 于 0 书后，(C3.14) 
石 端 第 二 项 与 第 三 项 之 和 小 于 z，N 取 定 后 ， 再 在 (3.14) 中 令 h-> 
0+ 得 ， 


limsup > EDs 一 由， spei C8, 1) 
Se hi 


| 
一 DD qn Pats, 1 上 
i 


由 s> 0 本 任意 个 得 知 
lim 之 元 1 ,cs—h » SPJCs, + 
人 
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= 之 Gin SPiiCs, 4), 《3.15) 


由 (3.11》、*3.15) 得 Cay。 
(C5) 其 次 我 们 证 明 
lim CPCs +h, 1 — Pts, 1))= -Qs)P(s, 1), 


0 十 
{0<ss<i<oop7。 
考虑 有 >0，0<5<s+h 和 too， 
PGs th, -pes, 1)) 
1~ 1s i 和 2 
-一 一 全 和 Sh Pz,its 十 让。 二 
| Pissts, S++hy 
Psth, 1), (3.16) 
由 法 都 引 理 得 ， 
BaisefS，3 十 六 
im inf 之 过 ) -> 六 gs3， (3.17) 
rl 
所 以 
1 DinCss §+h) 一 中 
ia 之 > gels) =0, 
[3 
但 是 
卫 工 (ps(s， s+ —6, )<0 
Pe i Uy 
所 以 
有 PACS $+h) 6 
lim > : nh 4 Dails)= 0, 
Ee 
更 有 
1 Bi CS ,$+ hy) 
攻 之 一 有 人 = (3.18Y 


a 252* 


但 是 


lim sup | Ep, cs + h, 4) 
50P | 之 


~ Bq pels, 六 | 二 lim sup | 5 (BCs + hy 
让 i 证 Pe 


— GiaCs) Jpr its +h, 1) | +ilimsup b> inCs) 
+ Ph 


" Dis tt)— Dis, £)) 1, 《3 .19? 


由 定理 1.2 及 弛 gi (过 -os 二 co。 并 应 用 控制 收 化 定理 即 
hr: 


得 : 
Saas) CPs + Rt) ~ Bis, 4)) | =0, 
和 


lim sup 
kD+ 


《3.207 
由 (3.18) 得 知 : 对 任何 #， 均 存在 N,，0, 汪 0， 使 得 <<6, 时 有 
BS Pi < 


让 和 
RN 尼 记 对 


所 以 ， 当 有 h< 太 时 有 


[E29 ~ gi.a(s) )psiCs + h, +) | 
hr 


< p> CPS +E) — d,s) JpisCs +h, 了 | + 过. 
由 
二 


《3.213 
在 (3.21) 中 人 党 令 h->0 + ,次 令 Poco 即 得 : 


lim 5 (PS SE gs) )prs Cs +h, 1)=0. 


站 


(3.22) 
® 2933+ 


出 73.197、(3 207、《3.227 得 ， 
J 之 Ds Le 二 MKS 十 下 ty 
= Dg; pC)pD; Cs, t). (3.23) 
Re 


由 定理 1.2 及 (3,16)、(3.23) 得 ; 


Lim PeS+h, Dn 1) ocsypes, 1), 
有 下 十 


Cc) 最 后 我 们 证 明 ， 号 Pds， 门 当 # 固 定时 对 3 在 [0,1] 上 连续 ， 
关注 党 (9)、 5) 及 定 理 1.2 和 QC) 对 连续 , 为 证 4e)， 只 须 证 明 
了 GCCS3pkiC2 当 上 国定 时 对 * 在 [0， 妇 上 连 于 人 5 JE 本 。 事 实 
再 下 
上 ， 

ST apts, ~ Fats— ppsCs eh, | 
i Rri 


RR 


<|B ge)Cpls, 1) — pes(s—h, +1»)| 
ph 


FCCs) — gins — ROP Cs — hh, 1) |. C3.24) 


[| 

出 定理 1 .2 及 控制 收敛 定理 得 知 (3,24) 去 端 第 一 项 当下 ->0f 当 8 一 0 

时 自然 训 求 h<0) 时 和 赵 于 0。 而 第 二 项 小 于 等 于 > | 多 5) ~ 
FE 


Grats — hy}, 
取 
lim 之 9 AKCS 一 和 一 一 limgiG ~ 了 一 — driCs) 
| _ 
= Ds Lo0, 
[| 
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所 册 ， 对 任何 a， 均 存在 N, 及 点 六 0， 使 | 虽 < 名 时 有 


= je9- au 人 Ge- 如 | < 二 。 (3.25) 
fi 

所 以 当 | 五 | 过 时 有 : 
> gins — gunks—h)| 
[| 

< [ess -acs -tm | + (3.26) 

fn- 

在 (3.26) 中 先 令 h->0， 议 令 Hoo 并 注意 gi.1(5) 对 s 的 连续 性 即 得 : 
lm > dCs 一 人 CS 一 六》 | 一 0。 《3.277 
一 


总 上 所 述 ， 我 们 证 明了 ， 
Lim | DTaPa Cs, 1) 一 Ds ~ pess ht) {=0, 
一 和 下 i 


ei 
亦 即 Ce) 得 证 。(1) 证 毕 ， 
(2) 最 后 证 明 PCs， 站 满足 (B)/。 事实 上 ， 利 用 () 及 分 于 积 
分 可 得 ， 
f A{s, NYS(s ta)Pls ra, s+t)da 


=| ACS MI QC FOIPCS ta,s Fi) + Dy oroy PCS 
站 
+a,st+t) dr 


ttt 由 
=-{ Als, ea—5) Pla, s+t)da 


+| ‘ACs,a) Dg sy CS 十 CS 十 ya 
看 
= ~ [ AS Ti)PISTTESTt ACs, OPEs,s+1) 


st 


+ 有 ACss Go~ 5)PCa,s + tde) 
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旺 
+| ACs, ID, ors) PCs +o, s+i)da 
[e 


= Ats, 1 +Pes, S++), 
定理 3.2 证 上 毕 。 
引 理 3.1. 设 Q01D 一 《qt)， 计 jEB) 是 任 一 连续 的 非 时 齐 
的 转 强 际 ，Pts， 人 = (p165， 认 ，i,，jEE) 是 任 一 Q@ 一 过 程 ， 则 


和 as ， 
” » (TEE, Oset< oo), 


C3.28) 


Prilss 1 Ee 


证 因为 
lim$ (1 Piitt —h, 1))= — gnitt) 


对 #E 50， 交 一致 成 立 。 所 以 存在 si 不 依赖 于 +E (0，6)， 使 
limeith) 一 0 〔 工 一 站 一 六， 上 + hartt) | < 及 7 六。 


符 着 地， 下 r=t~s 训 有 
ji~1 
9 


pis (st T, s+ £7)>1 tag(s+ 77) 


-ei(F) (jn). 
所 议 ( 同 gi.1(5) 连 续 ，ei(h) 一 0， Ch 一 0 时 ) , 故 t 充 分 大 后 上 式 右 端 
非 负 )， 
Piits, tt) > Tp:; (s+ ls, s+ 17) 


> tra (s+ Tr)T-e (三 ) 三 ). (3,29) 


i=l 


在 (3,29) 中 令 hn->oc 即 得 (3.28), 究 实 上 , 若 令 M; = sup| rm}|, 


则 
: 7 Tit 
了 ; Ja TT) 
2 < 十 如 (二 + (a 


< + gis (TE +M; (es 人 ~1) 


slo ms 
一 tra (六 可 三 + 下 全) 开 ， (3.30) 


其 忠信 ( 7 关 0 不 依 吉 j， lim m(E) 0, 
由 (3,29)、(3.3 人 0) 得 ; 


Clr) 
pr.iCs,t) > [| je 


tT T T 
-DD 
雇 以 ， 由 4.:C8) 对 # 巡 续 ， 在 上 式 中 令 h-xco 即 得 (3,28)。 

定理 3,3。 设 8C 站 ) 是 一 个 连续 的 保守 的 非 了 时 齐 的 转 强 阵 , 则 定 

理 3,1 中 构造 出 来 的 @ 一 过 程 P(s， 幻 是 最 本 的 吕 一 过 程 ， 即 是 说 ， 
对 任何 8 一 过 程 P(s，1)， 恒 罕 
Pls, t)>P(s, 1), 

证 设 P,(s，1)、PCs3，) 如 定理 3,1 所 定义 。 由 引 理 3,1 有 
PCs, D>Po(Cs, 1), 


者 Pes, > > PCs, £9), 则 由 定理 3,2 有 
Pls, s +1)= | ACs,0)SCs + a)PG+a,s+ Dar t+ ACs, I) 
v 


ACs, D+ A{s, oStsta) > Plsto, st tyde 
0 sr 


n+1 


一 YP,Cs, s+i), (0s, to0), 
mo 


所 以 ， 对 任何 xn， 都 有 Ps， > > Pls, 7 。 


令 n 一 0 有 即 得 定理 3.3。 
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8 4. 非 时 齐 的 Q 一 过 程 的 唯一 性 . 


设 Pts，1》 十 一 个 非 时 齐 的 准 转 概 隆 .由 定理 1.2， 当 s 固 定 
佬 ，PCs， 在 tELs，ce) 上 省 连续 ， 所 以 可 以 考虑 PCs， 站 的 拉 
氏 变 换 如 下 : 

RO, 5) 一 人 cs， s+i)di, C0,s0), (4.1) 


设 P,Cs，1)， PCs，i)，ACs5，Q)，S(5) 各 定理 3.1 所 定义 ， 令 
及 CN， =| pvG,s+ id ,CMS0,s0), (4.2) 
0 


RX, = | eB,s+ Dadt >0,s20). (4.3) 
引 理 4.1。 忆 有 
(1) Rss Ch, = | eA SC FAR, stade, 
n>0) 


(2) RO s)= RoCh,s) + | eACss SCs to Re,s 十 在 Ja 。 
用 
证 民 (人 X，35? 一 | 1C8, SS 二 EDeaf 
0 
= [ef acs, oss + a)P, ts to, sti)dad! 
Dp 站 


= [eacs， CSCS + oY)P, Cs 二 sreart) dt lde 


0 
全 ads QISCs + oR sayda， 
在 


(1) 得 证 。 着 注意 上 式 右 端 被 积 国 数 非 负 ， 则 把 上 式 对 z 从 0 到 co 
求 和 即 得 (2)。 

引 理 4.2。 度 只 (5 是 非 时 齐 的 准 转 概 阵 PKs，t >》 的 拉 氏 变 
多 ， 则 PCs， 上 是 转 概 阵 的 充 要 条 件 是 AR(k，s)1= 工 ， 

证 ”必要 性 显然 成 立 。 往 证 充分 性 。 滞 XRCGN，51 二 让 则 
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[ea Ps， s+i)1dt=0, 


得 是 ， 由 定型 1.? 知 ;EL -PKs，s+1 基 在 连续 ， 所 以 ， 目 拉 民 
变换 的 唯一 性 (参看 [68JP.46) 得 知 
1— Ps, s+t)1=0, 
引 理 4.3。 设 PCls， 引 是 一 个 满足 CB)! 的 8 一 过 程 , 则 其 拉 氏 
变换 RO，s) 渍 足 
REN, = | eT Acs LS + ORA,s + 0 + Tde, CBYy 


共 中 9，s 宇 0。 
证 由 C8)/ 有 
RCN,S) = | ‘ACSSCs + oP 4 os + de 


十 内 (s， 1 ldt 
| ACs, SCs + oPCs+a,s + dt la 


[ 
+ {eAcs, id 


0 
一 | ACS ,JSCS 荆 区) [fe pcs 十 从 ,号 干 借 寺 90df ja 
四 4 
+ | eacs， fat 
Dp 
一 | eAs, a CSCs + oIRC, s+o) +ITyda。 
[0 


定理 4.1。 设 8C 轿 是 一 个 连续 的 保守 的 非 时 齐 的 转 强 阵 ， 则 
Yh, SHI~ARCA, S11, CAS0, se0) 


(yc%, 8) = 二 ac aySCs + oh, s+ ayde, 
YA, "ES, (0, 830) 
的 屿 大 解 ， 其 中 yC%， 表示 X 装 定 ，5KX， 外 考虑 成 的 通 数 ， 


"nS 


( | Hu tsy 
2 HC8) = (Jocua, Vi 证 蔬 员 粮 可 浏 


证 首先 我 们 证 胃 
1 ~—ARoCA, 51- | eAcs, ws + oldr= 0. 
o 


《4 47 
事 宽 上 ，(4.40 左 适 之 列 问 其 对 应 于 欧 分 量 为 
区 "Fu 
| |e 一 exp { — A +| qiuydu) 
tt. 下 


TO ts exp ( 一 十 | es) je 
- | [2 — Ch gits4+ oexr( 一 | ce - qi Ct) dy) | 加 
= + | dl exp( -| wa - qs) du) | =0, 
所 以 ， 出 C4. 和 及 引 理 4.1 得 : 


VO 5 1— RN, 5)1 
=1—ARoCh, s}1 


-| ae Acs, RISCS + OIRCA, s+0)Ide 
=| esacs, orsCs ta)ide 

-| Xe Acs, aySs +oIRCO, s+a)lda 
=| eacs, OSS Fay, stayde, 


显然 YG ER CKO), PI, ER HF, ye, *) 


DN, = {eAcs, ASCs oyCh, s+oyde, 
O00, S07, 


则 由 (4.4) 得 
VCh, S57=1—AR,CN, 5)1 


+ [ew Aats, ISCS FO CH s+RY ~ de 


I~ AR, CA, SI, 
设 VCh，5) 守 1- 和 % RA%，s)1， 则 由 引 理 4.1 丰 
[EE 


Hh SIE — RR Ch, 3)1 


- fai:Acs, AS (s+a) SARN, s+adlda 
LH 


虚 呈 站 
和 十 二 
=1—% Rch, s)1. 
所 = 
所以 
Uh, SEN SRCh, SL yA, 5), 
放 = 册 
定理 证 号 。 


定理 4.2。 设 QCt) 是 一 个 连续 的 保守 的 非 早 齐 的 转 强 阵 ， 则 
怡 有 了 唯一 一 个 刀 一 过 程 凡 不 断 的 充 要 条 尾 是 ， 
jw 中 一 as， QaYS{ts FOUuh, sto)de, 
站 
yh EP (>0, s>0) 


摊 有 零 解 。 
证 出 引 理 4.2 及 定理 4,1 妈 得 定 埋 4,2。 
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